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Etude pratique des suites
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282 CHAPITRE 12. ETUDE PRATIQUE DES SUITES NUMERIQUES

A la fin du chapitre, vous devrez savoir
> utiliser la relation d’équivalence pour comparer une suite a une suite de
référence : (In® n), (na), (a”), (n') ou (n"),
> reconnaitre une suite classique : géométrique, arithmétique, arithmético-
géométrique et récurrente linéaire d’ordre 2;
> exprimer le terme général d’une suite classique en fonction de n;
> étudier une suite définie par une relation de récurrence u,11 = f(un)

> étudier une suite définie implicitement comme famille de solutions d’équations.

OBJECTIFS

Introduction

Lors de notre premiere étude des suites numériques, nous avons établi les résultats de convergence des suites.
L’objectif du présent chapitre est d’étudier certaines suites particulieres.

En pratique, une suite peut étre définie de plusieurs fagons :

e les suites u,, = f(n) sont définies comme la restriction & N d’une fonction définie sur un intervalle de R.
1l s’agit notamment des suites de référence comme Inn, n®, a”, etc.

e Les suites classiques, comme les suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques ou encore
les suites récurrentes linéaires d’ordre 2 sont définies par la donnée de leurs premiers termes et par une
relation de récurrence, par exemple

VneN, Upp1 =qXuy,

Dans ces cas particuliers, il est possible d’obtenir ’expression du terme général u,, en fonction de n.

e les suites récurrentes, sont définies par la donnée de leur premier terme ug et une relation de récurrence
Upt1 = fun)-
Les suites classiques sont autant d’exemples de suites récurrentes. Toutefois dans le cas général, il n’est
pas possible d’exprimer le terme général d’'une telle suite en fonction de n.
L’étude de la suite (u,) passe alors par 1’étude de la fonction itératrice f.

e les suites définies implicitement, sont définies comme solutions d’équations

fn(x) =0

a l'aide du théoreme de la bijection. L’étude d’une telle suite passe par celle des fonctions f,, et le cas
échéant, de leurs bijections réciproques.
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[ Suites de référence

Le théoreme et les propositions de cette partie constituent une bibliothéque d’exemples pour étudier d’autres
suites par comparaison !, ou bien pour lever une indétermination lorsque vous utilisez le Théoreme 7.31. Ces
résultats doivent étre parfaitement connus.

1 Comparaison des suites réelles

1.a Définition

Les relations de domination, négligeabilité et d’équivalents se traduisent sans difficulté pour les suites numériques.
Elles permettent d’utiliser les équivalents des fonctions pour ’étude des limites, quand n tend vers +oco des suites
de la forme w, = f(n).

Les démonstrations des propriétés qui suivent se déduisent aisément des propriétés analogues pour les fonctions,
au moyen de la caractérisation séquentielle des limites.

Définition : Soit (u,) et (vy,) des suites de nombres réels. On dit que :

1. (u,) est dominée par (v,) s’il existe une suite (v,), bornée,
telle que Vn € N, up, = ¢ X Uy On note u, = O(vy,).

2. (uy) est négligeable devant (v,,) s’il existe une suite (¢,), convergente vers 0,
telle que Vn € N, u, = o, X U,. On note u, = o(vy,).

3. (up) est équivalente a (v,) s’il existe une suite (vy), convergente vers 1,
telle que Yn € N, u, = @, X v,. On note Uy, ~ vy,.

Notation : pour les suites, il n'est pas utile de préciser que les relations de domination, négligeabilité et
équivalent ont lieu lorsque n tend vers +oc.

1.b Caractérisation par le quotient

Comme pour les fonctions, nous disposons d’une caractérisation par les quotients, tres utile en pratique :

Proposition 12.1.— Caractérisations par les quotients
Soit u et v des suites de nombres réels. On suppose qu’a partir d’un certain rang ng , v, 7 0. Alors

. . Un ,
m u, = O(vy) si et seulement si | — est bornée.
n>ng

Un
. . Unp
m u, = o(vy,) si et seulement si lim — =0.
n—+0o0o Uy
. L. Un,
m U, ~ v, sietseulement si lim — =1.
n—+00 Up
1.c Caractérisation par la différence
Théoréme 12.2.— Caractérisation par la différence —. Soit (u,v) € RM x RN. Alors

Up ~ Uy, <= Up — Uy, = 0(Vy)

2 Propriétés des suites équivalentes
2.a Propriété fondamentale des suites équivalentes

L’intérét des équivalents pour le calcul des limites est basé sur la propriété fondamentale suivante :

1. les théorémes de comparaison sont les Théoremes 7.13, 7.35 , 7.34



284 CHAPITRE 12. ETUDE PRATIQUE DES SUITES NUMERIQUES

Théoreme 12.3.— Limite de suites équivalentes —. Soit (u,v) € RN x RN. On suppose que u, ~ v,. Alors

(V£ € R), < lim w, =/¢ < lim v, :Z) .
n—+oo n——+oo

Commentaires : autrement dit, pour étudier le comportement asymptotique d’une suite, nous pouvons la
remplacer par une suite équivalente.

2.b Opérations algébriques compatibles

Nous retrouvons les mémes compatibilités (et incompatibilités) que pour le calcul des équivalents de fonctions,
en particulier :

Théoréme 12.4.— Reégles de calcul pour les équivalents —. Soit (u,,), (v5), (@), (Bn) € RN des suites réelles
et a € R. On suppose que u, ~ a, et v, ~ (,. Alors

1. u, Xv, ~a, X B

2 si de plus a partir d'un certain rang, u, > 0 alors & partir d’un certain rang, «, # 0.
. R . . U @
3. side plus & partir d’un certain rang, v, # 0 et 8, # 0 alors — ~ ﬁ_n
n n
4 si de plus a partir d'un certain rang, u, > 0 et o, > 0 alors u$ ~ ag.

2.c Equivalent d’'une somme

Pour déterminer I’équivalent d’une somme de deux suites, vous utilisez la caractérisation avec les o :

Théoreme 12.5.— Equivalent d'une somme —. Soit (uy,) et (v,,) deux suites de nombres réels.

Si v, = o(uy), alors u, + v, ~ unl

Enfin, nous pouvons obtenir un équivalent par composition & droite :

Théoreme 12.6.— Composition a droite
Soit I un intervalle de R, a € I U {£oc}, (f,9) € Z(I,R) et (un)nen € IN une suite d’éléments de 1.

° lim v, =a
Si n—-+oo alors f(Un) ~ g(un)
° frag

3 Limites et comparaison des suites de référence

3.a Limites des suites de référence

Théoreme 12.7.— Soit (a,) € R? tels que a > 1, a > 0.

1. La suite ({/a) convergente vers 1. 4. La suite (a") diverge vers +oc.
2. Lasuite ((Inn)*),~, diverge vers +00. 5. La suite (n!) diverge vers +oo.
3. La suite (n%) diverge vers +0o. 6. La suite (n™) diverge vers 400.

Démonstration V
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1. Posons d, = ¥/a — 1. D’apres la compatibilité de l'ordre avec la multiplication, d,, > 0 et d’apres la formule du
bindme de Newton :

n

a=1+d)"=> (1) di > ndn.

k=0
J’en déduis que
VneN*, do <2 — 0.
n n—oo

D’ou, d’apres le Théoreme 7.13, il s’ensuit que d,, — 0, c’est-a-dire par définition lim ¥a = 1.
n— o0 n—-+oo

2. Découle de la caractérisation séquentielle de la limite :

Fteo lim (Inn)® = 4o0.

) hm n = -‘rOO n—+4oo

n—-+oo

e lim (Inz)* = +o0
=

3. 4. procédez de méme!
6. Par comparaison, les inégalités Yn € N,n! > n et ¥n € N n™ > n entrainent que les suites (n!) et (n™) sont

divergentes vers +oco. A
Remarque : A propos du 1., le résultat est en fait valide pour tout nombre réel positif a > 0. En effet,
— Sia=1, lasuite ({/a) est la suite constante 1, il n’y a rien & faire.

— Si 0 < a <1, on obtient le méme résultat en passant aux inverses. ©

3.b Croissances comparées des suites de références

Ainsi, pour toutes valeurs de a €]1,4+00[ et de @ € R™*, les suites (Inn)®, (n®), (a), (n!) et (n™) sont
divergentes vers 4+oo. Toutefois, ces suites ne tendent pas vers +o0o a la méme vitesse comme le montre le
Théoreme ci-dessous :

Théoréeme 12.8.— Comparaison des suites de référence —. Soit § > 0,0 < a < o’ et 1 < a < b des nombres
réels. Alors
(Inn)® = o((In n)“') 4. n®=o(a")
2. (Inn)? = o(n®) 5. a"=o(b")
3. n®=o(n") 6. a" =o(n!)

A Taide de la caractérisation par les quotients, nous obtenons

Théoreme.— Soit (a, o/, 3,a,b) € R® tels que 0 < a < o/, 0 < S et 1 < a < b. Alors

. Inn)® . ne
1. lim (7), = 4. lim —
n—+oo (Inn)™ n—+oo a™
(Inn)? . i
9 — 5. Iim — =0
2. nll,r_{_loo ne 0 n—+oo hn
[e% aTL
3. lim - =0 6. lim — =0
n—+oo N n—+oo nl
Démonstration Vv
1. 2. 3. 4. et 5. découlent aisément des croissances comparées des fonctions usuelles au moyen de la caractérisation

séquentielle des limites. Montrons par exemple le 4.

@

. lim — =0 a
z—+oo a® = lim — =0
. lim n=+c n—+oo a"

n—-+4oo
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6. Notons N la partie entiére de |a|, de sorte que par définition N < |a| < N + 1. Soit n > N, il vient :

a®| _ (lal lal  lal lal . la]
n! 1°2 N N+1 n
la| la| |a |a]
= (T?"W X e
La conclusion découle cette fois du Théoreme 7.13. A

Remarque : Les résultats de ce théoréme doivent étre parfaitement connus. Le lecteur attentif aura remarqué
qu’il s’agit en fait de formes indéterminées. Précisément, ces relations de comparaison entre suites de référence
permettent de lever les indéterminations comme le montrent les exemples suivants.

n? +sinn

Exercice : Etudiez I’existence des limites des suites définies pour tout entier naturel n € N par u,, = m
n nn

+ 10" — nto
et v, = ————
" 2n 4l
Solution V

Pour la premiére suite, grice au théoréme de divergence par comparaison, I'inégalité : n* +sinn > n? — 1 permet de conclure
que le numérateur est divergent vers +o0o. De méme, pour n € N*, I'inégalité n + (Inn®)* > n permet de conclure que le

numérateur est divergent vers +oo. Il s'agit donc d’une forme indéterminée —. Normal! sinon, on ne vous poserait pas la
00

question !
Pour lever cette indétermination, on utilise le Théoréme 12.8 de la facon suivante :

n? 4+ sinn 2 14 =50 1+ 252

n
Uy = ————7=—X "
n 1 4s1lne

=n X
1481n

n+ (Inn3)*

Dans cette derniére expression de u,, il n’ y a plus d’indétermination : tout d’abord lim n = +o0o. D'autre part, comme

n—-+4oo

. sinn . In'n o L L .

lim >— =0et lim —— =0, j'en déduis, par opérations algébriques sur des suites convergentes que
n—+oo N n—+too M

1+ sin' n
lim ——n%— =
n—+oo | + SlT

Par suite le Théoreme 7.31 permet de conclure que (u,) est divergente vers +00. A

3.c Equivalents usuels

Les équivalents qui suivent découlent directement du Théoreme 9.24 et de la caractérisation séquentielle des
limites de fonctions :

Théoreme 12.9.— Soit u € RN, a € R. Si  lim u, = 0, alors

n—+oo

o sinu, ~ Uy o 1—cosu,~—= e tanu, ~ U,

o (1+wuy)*—1~au, o In(1+u,)~u, e e —1~u,.

Démonstration Vv
Tous ces équivalents sont établis a I’aide de la caractérisation séquentielle de la limite a partir des équivalents pour les
fonctions usuelles au voisinage de 0. Par exemple,

x

.et—
e lim =1 . etn _ 1
a0 T = lim —— =1
. lim u, =0 n—+oo  Up
n—-+oo

Grace a la caractérisation par les quotients, ceci entraine que €“” — 1 ~ u,,. A
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A Taide des Intégrales de Wallis, nous démontrerons au deuxieme semestre le :

Théoreme 12.10.— Formule de Stirling

n
n! ~ (E) 2nm

n—+oo e

3.d Mise en ceuvre

Exercice : Déterminez un équivalent de la suite (u,,) définie ci-dessous et en déduire son comportement asymp-
totique :

- .
L a, = Snlin 3 o= (0
231 - 11/ ) v ) " 5n + n3
— COS ) COS n
2. by= B YZER 4. d,=+2n2+3n—bn2 -1

Solution V
1. Soit u, = 1/n. Comme lirf u,, = 0, je déduis directement du Théoréme précédent que
—+oo

n

sinl/n

S~ L

.. . sinl/n
En particulier, lim 7/ =1.
n—+too el/n — 1
2. Posons un, = 1/n. Il est clair que lirf un, = 0. Or, au voisinage de 0, nous avons les équivalents suivants
n— oo

2
u u? 2
1 —cosu ~g 5 cosu~pl, e —1r~ou

Par compatibilité des équivalents avec le produit et le quotient, j'en déduis que
(1 —cosu)cosu 1
ew? —1 2°
Par conséquent

(I1—-cosl/n)cosl/n 1

~ .

el/n* —1 2
n 5n
E o 5n)] =exp[nln (1 - e 5n)]

‘S—n . Vérifions que lim w,, = 0. En effet, notons h,, = 7?_”
n3 + 5n n—-+too n3 + 5n

Comme In(1 + h) ~¢ h, j'en déduis que

3. Remarquons que ¢, = exp [n In (

Posons u, = nln (17 . Il est clair que liIf hn, = 0.
n——+0oo

-5
(14 ha) ~ b~ —2

Ainsi, un, ~ — est convergente de limite 0. D’aprés la caractérisation séquentielle de la limite pour la limite en 0 de exp,
n

il en résulte que

Iim ¢, =1.
n—-+oo

Par conséquent, ¢, ~ 1.

4. Un petit calcul préliminaire s'impose :

2 k2 a2
\/2n2+3n—\/5n2—1: 2n° +3n—-5m"+1 _ n“+3n+1
Von2 +3n+Vtn2 —1 V2n2 +3n+v5n2 — 1

Le numérateur étant polynomial, il est équivalent (au voisinage de +0c0) 3 —3n?. Le dénominateur est la somme de deux suites
positives. On peut donc légalement additionner les équivalents. Or par compatibilité des équivalents avec les puissances, nous

avons v2n2 + 3n ~ V2n2 ~ v/2n. De méme, \/5n2 — 1 ~ \/5n. Par conséquent,
—3n® +3n+1 —3n
V24+v5)n  V2+V56

Par conséquent, la suite est divergente vers —oo. A

V212 +3n — /5n2 — 1 ~
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1 Suites classiques

Dans cette section, nous étudions en détail les suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques, ou
encore récurrentes linéaires d’ordre 2.

L’intérét est double : d’une part ces suites interviennent parfois dans des probléemes comme suites auxiliaires,
d’autre part elles donnent des exemples assez simples de suites récurrentes.

1 Suites arithmétiques
Définition : Une suite u est dite arithmétique s’il existe r € R tel que

VneN, upp1 =up+7.

r est appelé la raison de la suite u.

Remarque : Une suite arithmétique est entierement déterminée par la donnée de sa raison et de son premier

terme 2.

Construction graphique d’une suite arithmétique :

Proposition 12.11.— Suites arithmétiques —. Etant donné a € R et r € R, il existe une unique suite u telle
que

® Uy =a
o VneN, upp1 =up+r

(12.1)

Elle est définie par :

vn €N, u, =a+n.r
Démonstration Vv
Existence : il est clair que la suite définie par Vn € N, u,, = a + n.r vérifie up = a et la relation de récurrence.
Unicité : soit ((un), (vn)) un couple de suites vérifiant les conditions

up =a, vo =a, Yn € N, Upnt1 =up + 7, Unt1 =vp + 71

Montrons par récurrence que Vn € N, u, = vj.
Init. wo = a = vo.
Hér. soit n € N tel que u,, = vy. Alors Upt1 = Up + 7 = Vy + T = Vnt1.
Ccl. Par récurrence, nous avons prouvé que v = v. A

La monotonie de la suite u est simple & étudier puisque d’apres (12.1), pour tout entier n € N, w41 — up = 7.
Ainsi , trois cas se présentent :

» Sir =0:lasuite u est la suite est la suite constante égale a a.

2. ou de quelque autre terme



II. SUITES CLASSIQUES 289

» Sir < 0:lasuite u est strictement décroissante. De plus d’apres (12.1), la suite u est non minorée. D’apres
le Théoreme 7.38 u est divergente vers —oo.

» Sir > 0:lasuite u est strictement croissante et non majorée d’apres (12.1). D’apres le Théoreme 7.38 u
est divergente vers +oo.

2 Suites géométriques
2.a Définition
Définition : Une suite u est dite géométrique s’il existe ¢ € R tel que Vn € N, up11 = .Uy,

Le nombre q est appelé la raison de la suite u.

Remarque : Si ug = 0, la suite u est la suite constante égale a 0. Si ug # 0, la suite u est uniquement déterminée
par la donnée de ug € R* et de ¢ € R.

Construction graphique d’une suite géométrique :

Gy o Ul U

Comme pour les suites arithmétiques, on démontre :

Proposition 12.12.— Suites géométriques —. Etant donné a € R* et ¢ € R, il existe une unique suite u telle
que

° Ug = a
o Vne Na Un+1 = q-Un

(12.2)

Elle est définie par

vneN, u, =aq"

2.b Comportement asymptotique

Le théoreme suivant précise le comportement asymptotique des suites géométriques :

Théoréme 12.13.— Soit a € R* et g € R fixés.

La suite géométrique définie par (12.2) est convergente si et seulement si |g| < 1 ou ¢ = 1.

Plus précisément, on distingue quatre cas :

» Si|g| < 1, la suite u est convergente de limite nulle.
» Si g =1, la suite u est la suite constante égale a a.
» Sil<g< +o0,lasuite u est divergente vers a x (+00).

» Si—co < g < —1, lasuite u est divergente (ni vers 400, ni vers +00)
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Démonstration V
Discutons suivant la valeur de la raison.

» Sig =1, la suite u (constante égale & 1) converge vers 1.

» Si|g| < 1, nous avons déja prouvé que la suite la suite (¢") converge vers 0. Par OPA, il s’ensuit que (un) = (ag™)
est aussi convergente de limite nulle.

» Siq€]l,+o0], alors (¢") diverge vers +oo. Donc par OPA, (uy,) diverge vers a X co.

» Sig €] —o0,—1], la suite u est alternée, i.e. change de signe suivant la parité de n. Il en résulte que les suites (u2n)
et (u2n+1) sont divergentes vers +o0o et —oo respectivement. En particulier, la suite u est divergente, et ne diverge
ni vers +00, ni vers —oo.

A

Exercice : Comparaison a une suite géométrique —. Soit u € RV une suite réelle. On suppose qu’il existe
k € [0,1] tel que :
Vn € N7 ‘un+1| S k |un‘

Montrez que u est convergente de limite nulle.

Solution Vv

On a

k‘uo‘

Elui| < k2 |uol
Elus| < kK |uol

[

|uz]

INIACIA

|us]

|| Klun—1| < - < k" fuol

Par comparaison, il s'ensuit que (un) converge vers 0 A

2.c Suite des sommes partielles d’une suite géométrique

Soit u la suite géométrique définie par (12.2). On définit une nouvelle suite, notée S en posant

¥neN, S, = zn:uk

k=0

appelée suite des sommes partielles des termes de la suite u.

Proposition.— La suite des sommes partielles S d'une suite géométrique u de raison g est convergente si ef]
seulement si |g| < 1. En ce cas :

uo

lim S, =
n—-+oo 1-— q

+o0
Notation : On note cette derniére relation Z aq” =

n=0

a

1—q°

Démonstration Vv

La condition est nécessaire : en effet si Sy, est convergente, alors (S, — Sn—1)n>1 est aussi convergente, d’apreés les

propriétés algébriques des suites convergentes, de limite 0 = lim S, — lig—l Sn—1. Or (S, — Sp—1) = uy,. Donc
n— oo

n—-+4oo
nécessairement u est convergente de limite nulle. D’aprés la proposition précédente, ceci n'est possible que si |g| < 1.
Finalement, si S est convergente, alors |g| < 1.

Réciproquement Si |g| < 1, montrons que la suite des sommes partielles est convergente de limite 1u

Pour cela, explicitons Sy. Soit n € N, nous avons déja vu I'ldentité géométrique :

(1-q) x> ¢ =01-¢"").
k=0
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Comme ¢ # 1, nous en déduisons que

1— n+1
Sn = Uo L
1-g¢
Comme par hypothése |q| < 1, la proposition précédente entraine que lim ¢™ = 0. D’apres les propriétés algébriques

n—-+4oo

U,
des suites convergentes, il en résulte finalement que (Sy) est convergente de limite 1 0 A

—q
3 Suites arithmético-géométriques
3.a Définition

Définition : Une suite u est dite arithmético-géométrique s’il existe (a,b) € R?, tel que
Vn € N7 Up4+1 = QU + b.

Les suites arithmétiques et les suites géométriques sont des exemples particuliers de suites arithmético-géométriques.
En effet :

e Lorsque a = 1, il s’agit d’une suite arithmétique de raison b,

e Lorsque b = 0, il s’agit d’une suite géométrique de raison a.

Dans la suite de la discussion, nous supposerons que a # 1 et b # 0 afin d’écarter ces cas particuliers.

3.b Construction graphique d’une suite arithmético-géométrique

D

Dans le cas général, si la suite u n’est pas une suite géométrique de raison a, il est toutefois toujours possible
de lui associer une suite géométrique v de raison a.

Théoreme 12.14.— Suites arithmético-géométriques —. Soit (a,b) € R? tel que a # 1 et b # 0 et (u,) une
suite vérifiant la relation de récurrence

|Vn €N, upy1 = auy, —|—b|

(12.3)

Soit r la solution de 1’équation ” au point fire” r=ar+b, alors

La suite v = u — r est géométrique de raison a.

Démonstration V
Soit n € N. On a

IX || Uny1 = aun—+0b
—1x r = ar+b
Unt1 —7 = a(un —7)

Ainsi vp41 = av,. Ceci étant vrai pour tout entier n € N, la suite (v, ) est géométrique de raison a. A
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Corollaire 12.15.— Soit (a,b,c) € R® tel que a # 1 et b # 0 Il existe une suite (up)nen, unique , telle que

[ ] Ug = ¢C
e Vne N7 Up+1 = G.Up + b

Elle est définie par :

1—a"

1—a

VneN, up,=ca™+0b

En pratique : il n’est pas nécessaire de retenir I'expression de u,, en fonction de n, mais vous devez savoir la
retrouver en suivant la méthode suivante :
m Résoudre I’équation " au point fixre” r =ar +b
m En ce cas, la suite v = (up, — r)nen est géométrique de raison a. Vous en déduisez que pour tout n € N,
(U, — 1) = a"™(ug — ).
m Finalement, Vn € N, u,, =+ a"(ug — r).
Démonstration V
Afin de retrouver I'expression de u,, en fonction de n, cherchons uy, sous la forme v, +7, olt (vy,) est une suite géométrique
de raison a et r une constante a déterminer.
Procédons par Analyse-synthése :
Analyse : supposons qu’une telle suite u existe. D’apres le Théoreme, la suite v = u — r est géométrique de raison a, ou
b

— _0 ) B
r = ;= [l s’ensuit que

VneN, v,=a" (c—r),

Ainsi, pour tout entier n € N,

r+a" (c—r)

r(l—a")+ca”
1—a"
l1-a

Un

ca”+b

Synthése : Réciproquement, posons r = % et définissons la suite (un) par
VneEN, up,=r+a"(c—r)
En ce cas, on vérifie que up = ¢ et pour tout entier n € N,
aun+b = a[r+a" (c—r)]+b

ar+b+a"(c—r)

r+a"t (e —1) = Uni

Exercice : Exprimez en fonction de n la suite v définie par :
up =1 et vn € N, upy1 = 2u, — 3

Solution Vv

1. L'équation au point fixe r = 2r — 3 admet pour solution r = 3.

2. D’aprés le Théoreme 12.14 la suite u, — 3 est géométrique de raison 2. Par suite, pour tout entier naturel n € N,
Un — 3 = 2"(up — 3) = —2"". Ainsi, Vn € N,  wu, =3 — 2", A
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4 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
4.a Définition, exemple

Définition : Une suite u est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe (a,b) € R* x R, tel que

VneN, Upio=aupyi + bu, (12.4)
Exemple : nous avons déja renconré la suite de Fibonacci définie par Fy = 0, F; = 1 et pour tout entier n € N,
Fn+2 = Fn+l + Fn-
Notation : Dans la suite, &, désignera l’ensemble des suites réelles vérifiant (12.4).

Afin de déterminer I'expression de u,, en fonction de n, nous étudions tout d’abord les propriétés de I’ensemble
galr

4.b &, est stable par combinaisons linéaires

La premiere remarque c’est que &, est stable par combinaisons linéaires :

Lemme 12.16.— L’ensemble &, vérifie les propriétés suivantes :
m la suite nulle appartient a & p.
m V(u,v) € Eup X Enp, U+ v E Eyp.
mVu €&y, VAER A ue &y

Ces propriétés montrent que & est un sous-espace vectoriel de (RN, +,-).

Démonstration Vv

La suite v constante égale & 0 vérifie vop =11 =0 et Vn € N, vpy2 = avn41 + buy,. Elle appartient donc & &5.p.
Soit u et v deux suites appartenant & &, 5, (A, 1) € R,

Pour tout entier n € N, on a :

AX Unt2 = QUpt1 + bun
X Unt2 = @Unt1+ bun
Mt p)ss = a(Aut po)nin +bu+ o),

Ainsi, la suite (A u + p - v), appartient a &g p.
En particulier, en prenant successivement u = 0 et (A, u) = (1,1) on obtient les résulats annoncés. A

4.c Equation caractéristique

Cherchons a présent a déterminer quelles suites géométriques appartiennent a &, ;. En écrivant la relation de
récurrence pour n = 0, nous obtenons, ’équation caractéristique de &, :

Lemme 12.17.— Soit r € C.

La suite géometrique (r")nen est élément de &, si et seulement si 2 —ar—b=0

2

Vocabulaire : [’équation r* = ar + b est appelée I’équation caractéristique de &, .

Démonstration Vv

La condition est évidemment nécessaire : si (r")nen € &4, alors appliquons (12.4) avec n = 0, nous obtenons précisément
r—ar—b=0.

Montrons que la condition est suffisante : supposons que r vérifie la relation 7% — ar — b = 0.

Soit n € N. En multipliant la relation 72 = ar + b par r™, nous obtenons directement

" = ar™ b,

ce qui prouve que la suite (r")nen appartient & & p. A
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4.d Structure de &,

Par conséquent, nous connaissons parfaitement les suites géométriques de &, ;. D’autre part, nous savons que
les combinaisons linéaires de suites de &, restent dans & . La bonne surprise c’est que les seules suites de &
sont, essentiellement les combinaisons linéaires de suites géométriques!

Plus précisément

Théoreme 12.18.— Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
Soit (a,b) € R* X R* et (u,) une suite de nombres réels vérifiant la relation de récurrence :

Vn € N, upio = atpy1 + bunl

Notons A le discriminant de ’équation caractéristique 2 — ar — b = 0.

m Si A > 0:’équation caractéristique possede deux racines réelles distinctes, notées r1, ro et il existe un unique
couple (A, p) € R? tel que

|Vn €N, u, =Ml + prd

m Si A =0 : I’équation caractéristique posseéde une racine réelle double, notée rq et il existe un unique couple
(A, 1) € R? tel que

|Vn €N, up, =A+nu)ry

m Si A <0 : I'équation caractéristique possede deux racines complexes conjuguées distinctes, notées r = pe??,
7 = pe~ et il existe un unique couple (X, i) € R? tel que

|Vn €N, u, = p"(Acosnb + ,usinn@)l

En pratique : pour déterminer ’expression de u,, en fonction de n

e vous formez puis résolvez I’équation caractéristique.

e vous en déduisez, grace au théoreme, 'expression de u,, en fonction de n, A et p.

e vous déterminez enfin A et p & aide de deux valeurs particulieres de la suite (ug et u; par exemple).

Démonstration V

m Supposons que A > 0. Soit u € &, , fixée, nous montrons par analyse-synthése qu’il existe un unique couple (A, i) € R?
tel que u = Ary + pry.

. . . A+ = o
Analyse : Supposons qu’un tel couple existe, alors nécessairement : s
AT1+pre = u
N N . . Upr2 — U1 Ur — riuo
Comme 71 # r2, ce systéme possede un unique couple solution \ = et u= .
T2 —T1 T2 —T1
s UoT2 — U1 U1 — riuo sos .
Synthése : Posons donc A = et u= , on vérifie par récurrence double que :
T2 —T1 T2 —T1
P(n) Vn €N, Un = AT + ury

Introduisons pour ce faire, la suite (vy,) définie par Yn € N, v, = (A\r{ + pry). Comme 71 et ro sont racines de
Péquation caractéristique, les suites géométriques (r1') et (r2)™ appartiennent & &, . Par stabilité par combinaison
linéaire, il en résulte que (v,) appartient encore & Eq p.

Initialisation : Il s’agit de démontrer que uop = A+ p et w1 = Ar1 + pre. Mais précisément, nous avons construit A
et pu pour qu’ils satisfassent ces relations!

Hérédité : Soit n > 0 tel que un = vy €t Upt1 = vnt1. Comme les suites (un) et (vn) appartiennent toutes deux
a &uyp, il vient :

ax Un+1 = Un+1
bx Un = Un
Un+2 = Un+2

Conclusion : Par récurrence double sur n € N, nous avons démontré que Vn € N, u, = A\r{’ + ury.
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m Supposons que A = 0. Soit u € &, fixée. Nous montrons comme précédemment qu’il existe un unique couple
(A 1) € R? tel que u = A\rfy + nury.
A= uo

. Comme r 0, ce systéme possede
Aro + pro = u1 07 Y P

Supposons qu’un tel couple existe, alors nécessairement : {

une unique solution A\ = ug et pu = %

Réciproquement, définissons A et ;1 comme ci-dessus. Montrons tout d’abord que la suite nurg est une suite de &, 4.
Pour cela, remarquons que 7o étant racine double de 'équation caractéristique, nous avons a = 2rg et b = —rg.
Par suite :

(n+2)r5 ™ —a(n+)rg™ —bnrg =i x [(n+2) —2(n+1) +n] = 0.

Par conséquent, la suite (nrg) appartient & &,. Comme &, est stable par combinaison linéaire, la suite définie
par v, = Arg + nurg est une suite de &,,,. Comme cette suite posseéde les mémes deux premiers termes que u et
vérifie aussi la relation de récurrence

Vn € N, Un+2 = QUp+1 + bun,
une récurrence double montre que ces deux suites sont égales.

m Supposons que A < 0. En ce cas, I’équation caractéristique possede deux racines complexes conjuguées, peiw. 11

s’ensuit que les suites complezes p™e'™ et p"e™"Y vérifient la relation de récurrence (12.4). Comme &, 5 est stable
par combinaison linéaire, il découle des formules d’Fuler que les suites p™ sinnf et p™ cosnd vérifient aussi cette
relation de récurrence. Choisissons comme précédemment les parameétres A et p de sorte que les suites wu, et
p" (A cosn + psinnb) aient les mémes premiers termes. Un récurrence montre que nécessairement ces deux suites

sont égales.

A

1-v3
uU:17 Uy = 2f

Vn €N, upia = Upy1 — Uy

Exercice : Déterminez 'expression en fonction de n de la suite u définie par {

Solution V

L'équation caractéristique est r> —r + 1 = 0 qui admet pour solutions complexes conjuguées e
1—14v3
Pour déterminer les constantes A et p, j'utilise les " conditions initiales”. L'égalité ci-dessus étant valide pour tout entier naturel
1 = A
n, j'obtiens en particulier pour n = 0 et n = 1, le systéme 1—+/3 X V3 .Dodjetirex=1etp=—1.
2 2 2
nm

.. . nmw .
Ainsi, pour tout entier naturel n € N, u,, = cos 3 sin 3 A

/3 _ 1 +2(L\/§ et e—iﬂ'/3 _

. D’aprés le Théoréme 12.18, il existe un couple (\, 1) € R?, unique tel que Vn € N, u,, = Acos ooy wsin %
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i Suites récurrentes u,11 = f(uy,)

De nombreux exemples de suites sont définies de maniére implicite par une relation liant les n'*™¢ et (n + 1)¢™me
termes de la suite. Ces suites particulieres sont appelées les suites récurrentes.

1 Définition des suites récurrentes

Définition : Soit (un)nen une suite de nombres réels. On dit que (uy,) est une suite récurrente s’il existe une
fonction f: I — R telle que

Vn €N, u, €1 et upt1 = f(un)
Exemple : Les suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques sont des suites récurrentes.
Vocabulaire : la fonction f: I — R est appelée la fonction itératrice.
1l.a Probleme de construction de suites récurrentes

Pour construire une suite récurrente, on peut partir d’une valeur initiale a € I et d’une fonction f : I — R. On
définit alors les termes de la suite (u,,) de proche en proche :

ug = a €I est fixé

ur = f(uo) = f(a)

uz = f(u1) = f(f(uo)) = fo fla)

us = fluz) = f(f(w)) = f(f(f(uo))) = fofofla)

Un = f(unfl): :_fofo~-~ofof(a)
n fois

Cependant, une telle construction n’est pas toujours possible car il faut s’assurer que pour tout entier n € N wu,,
soit dans l'intervalle de définition I de f.

. 3 . o
Exemple : Les relations ug = —5 et Up41 = ne définissent pas une suite récurrente :
n
u = —3/2
Uy = —2
Uy = -1

ug n’est pas défini!!

1.b Intervalle stable

Pour garantir que les relations ug € I et u,41 = f(uy) définissent bien une suite, il est suffisant que f soit
définie sur un intervalle stable I, c’est-a-dire définie sur I et & valeurs dans I.

Proposition 12.19.— Etant donné une fonction f: I — I, définie sur un intervalle I a valeurs dans ce méme
intervalle I, et a € I, il existe une suite (u,) € RV, unique telle que

[ ] UO =aqa
o VneN, upyr = fup)

(12.5)

De plus, (uy,) € IN est une suite d’éléments de 1.

Vocabulaire : on dit que I est stable pour f lorsque comme ci-dessus, f(I) C I.
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En pratique : pour vérifier qu’une suite (uy,) est bien définie par la donnée de son premier terme a et la relation
de récurrence
VYneN, upt1 = f(uy)
vous chercherez un intervalle I stable par f contenant a.
Démonstration Vv
mExistence Montrons par récurrence la propriété

P(n) U, est bien défini et u, € T

o |Initialisation : par hypotheése uo = a est bien défini et appartient a [

o Hérédité : soit n € N tel que u, est bien éfini et appartient a I.
Comme f est définie sur I, un4+1 = f(un) est bien défini. Comme I est stable par f, u,+1 appartient & I.

e Conclusion : par récurrence sur I, on a prouvé que la suite (un) est bien définie et & valeurs dans I.

mUnicité : soit (u,v) € IV x I™ un couple de suite d’éléments de T vérifiant (12.5).
Montrons par récurrence sur n € N que
YneN, u,=uvn

e Initialisation : par (12.5) up = a et vo = a.

e Hérédité : soit n € N tel que u, = v,. Comme [ est une application, il en résulte que f(un) = f(vn). Comme u
et v vérifient (12.5), ceci revient & dire que un4+1 = Vp41.

e Conclusion : par récurrence, on a prouvé que u = v. A

NB : Dans la suite du cours, nous supposerons toujours que f est définie sur un intervalle stable.

1.c Construction graphique

On peut construire les termes de la suite définie par (12.5) & Paide des représentations graphiques de f et de
I'identité, comme nous 'avons déja fait lors de ’étude des suites classiques :

Plagons a sur I’axe des abscisses.
y=x
La verticale issue de a coupe le graphe de f au point
! de coordonnées (a, f(a)). La valeur de son ordonnée
est donc uq.
y=fx) A Taide de la premiere bissectrice, on reporte la va-
leur de uy sur I’axe des abscisses et on repete alors
5 i S le procédé a partir de u;.

2 Etude des variations

En général, pour étudier la monotonie d’une suite, vous pouvez déterminer le signe de u,1 — u, ou comparer
Un

le quotient L avec 1 (lorsque la suite est de signe constant). Ces méthodes mettant en jeu u,41 et u, sont

n
particulierement adaptées a 1’étude des suites récurrentes. Il existe cependant d’autres méthodes pour étudier
la monotonie des suites récurrentes.

2.a Résultat général

Théoreme 12.20.— Soit f : I — I une application définie sur un intervalle stable I de R et (uy)nen la suite
définie par (12.5). Soit h : I — R la fonction définie par : Vz € I, h(z) = f(z) — =.

» Si h est positive sur I, alors (u,) est croissante.

» Si h est négative sur I, alors (u,) est décroissante.

Démonstration V
Supposons que h soit négative sur I.
Soit n € N, alors u, € I. Comme h est négative sur I, h(un) < 0, i.e. f(un) < up. Par construction de la suite (un),
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c’est dire précisément que un4+1 < Up.
Ceci étant vrai pour tout entier n € N, la suite (un) est décroissante. A

Exercice : Etudiez suivant la valeur de a, la monotonie de la suite récurrente définie par

® Up=a
Unp,
e VneNu = —
LT h,
Solution Vv .
Notons f : R — R la fonction définie parVx € R, f(z) = P Comme [ est définie sur —I'intervalle stable— R, la suite (u.,)
x
est bien définie.
wEtudions le signedeh = f —1Id : soit x € R, on a
1
=z |— -1
hiz) == th }
Comme pour tout x € R, chx > 1, on a
T —00 0 400
f@) = T 0 -

mDiscutons suivant la valeur de a la monotonie de la suite u.

» sia € RT. L'intervalle R™ étant stable par f, le Théoreme 12.20 s'applique : comme h est négative sur RY, la suite
(un) est —positive et — décroissante.

» sia € R™. L'intervalle R~ étant stable par f, le Théoréeme 12.20 montre en ce cas que la suite (u,) est —négative et
— croissante. A

2.b Cas d’une fonction itératrice monotone

En ce qui concerne les liens entre la monotonie de la fonction f et celle de la suite (u,,), le résultat fondamental
est le suivant :

Théoreme 12.21.— Cas d’une itératrice monotone —. Soit f : I — I une application définie sur un intervalle
stable I de R et (un)nen la suite définie par (12.5). On suppose que f est monotone.

» Si f est croissante sur I alors u est monotone.

» Si f est décroissante sur I alors les suites extraites (uoy) et (u2n+1) sont monotones et de monotonies
contraires.

Warning : la monotonie de f n’entraine pas celle de u!

En pratique : lorsque f est monotone sur I, pour étudier les propriétés de monotonie de (uy),

» si la fonction f est croissante : la suite u est monotone. Pour déterminer son sens de variation, comparez
ug et uy, ou ce qui revient au méme, étudiez le signe de f(ug) — ug = h(uop).
» sila fonction f est décroissante : les suites (ug2,) et (u2n+1) sont monotones. Pour connaitre leurs sens de
variation, comparez par exemple ug et us.
> Siug < ug, la suite (ug,) est croissante, et par conséquent la suite (ugn41) est décroissante.
> Siug > ug, la suite (ug,) est décroissante, la suite (ug,41) est donc croissante.

Démonstration V

» Supposons f croissante, et montrons que u est monotone.
Nous distinguons deux cas :
> si up < ui. En ce cas, comme f est croissante®, j'obtiens en appliquant f aux deux membres de cette
inégalité que u1 < uz2. En appliquant de nouveau f j’obtiens us < us, etc ...
Une récurrence immédiate montre qu’en ce cas la suite u est croissante.

3. i.e. préserve les inégalités
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> siup > u1, nous obtenons en appliquant successivement f comme précédemment que la suite u est décroissante.
Dans tous les cas, la suite u est monotone.

» Supposons f décroissante. En remarquant que la fonction f o f est croissante, nous déduisons de la premiere
partie du Théoréme que les deux suites extraites (u2n) et (u2n+1) sont monotones.
Supposons sans perte de généralité que la suite (u2n) soit croissante. En particulier uo < wup. Comme f est
décroissante, il s’ensuit que u; > us. Comme la suite (u2n4+1) est monotone, il en résulte immédiatement qu’elle
est décroissante, ce qui prouve que les suites extraites (u2n) et (u2n+1) sont de monotonies contraires. A

2.c  Quatre situations élémentaires

Lors de I’étude d’une suite récurrente, voici quatre situations élémentaires qui peuvent arriver :

La fonction est croissante sur un intervalle stable

1 1

L I | L1 4 . . I
0 Uy U U U Yo 0w u, u U 1

La fonction est décroissante sur un intervalle stable

1 7] 1

Ll T A I L
0 Uyl uuu 1 o % Uy U U Uy 1

Remarque : Dans les cas ou f est croissante sur l'intervalle stable I, notez les positions relatives du graphe de
f et de I'identité.

Exercice : Etudiez en fonction de la valeur de a la monotonie de la suite définie par

e uy=a
o VneNup1 =vV2+u,

3 Etude de la convergence
3.a Limite éventuelle

En ce qui concerne les limites éventuelles d’une suite récurrente elles sont a rechercher parmi les points fixes
de f, ou les extrémités ouvertes (éventuellement infinies) de I.

Théoreme 12.22.— Cas d’une itératrice continue —. Soit f : I — I une fonction continue sur un intervalle
stable I et (un)nen la suite définie par (12.5).

Si la suite (uy) est convergente vers £ € I, alors £ est un point fixe de f, c’est-a-dire une solution dans I de
I’équation :

f@) =
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En pratique : si la suite (u,) a une limite ¢ dans R U {£o0}, alors
» soit £ est un point fixe de f dans I.
» soit £ est une extrémité ouverte, éventuellement infinie de I.

Pour déterminer les limites possibles de la suite u, il vous résolvez ’équation aux points fixes de f :
f(z) =2z(<= h(z) =0) (PF)
ce qui permet a tous les coups de restreindre considérablement le nombre de candidats limite possibles.

Interprétation graphique : Sur la représentation graphique de f les points fixes réels de f sont les points
d’intersection entre le graphe de f est la diagonale. Voyez les quatre situations élémentaires pour une illustration
de ce théoreme. Remarquez en particulier que méme lorsqu’il n’y a qu'un point fixe pour f dans I, la suite (u,)
n’est pas nécessairement convergente vers ce point fixe.

Démonstration Vv

Soit f : I — I une fonction continue sur lintervalle stable I.

Soit u la suite définie par la relation de récurrence un+1 = f(un). Supposons que la suite u soit convergente vers £ € I.
Nous avons d’une part que la suite (un+41) est extraite de u : par conséquent elle est convergente vers £.

D’autre part, d’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, la suite f(u,) est convergente vers f(£).
Finalement, nous pouvons schématiser la situation de la facon suivante :

Un+1 = f(un)
Ve N\
¢ f(0)
Par unicité de la limite, il en résulte que f(¢) = £. A

Le théoreme fondamental ne garantit nullement la convergence de la suite (u,). Pour une condition suffisante
de convergence, on peut utiliser le théoreme de la limite monotone lorsque f est croissante :

Proposition 12.23.— Soit f : I — I une fonction croissante sur un intervalle stable et borné I. Pour toute
valeur initiale a € I, la suite (uy)nen définie par (12.5) est convergente.

Démonstration V

Soit @ € I. Comme f est croissante, la suite (u,) est monotone. De plus, il s’agit d’une suite d’éléments de I. Comme
par hypothese I est borné, (u,) est donc monotone et bornée. Le théoréme de la limite monotone permet en ce cas de
conclure a la convergence de la suite (uy). A

3.b Cas d’une fonction itératrice strictement contractante

Théoreme 12.24.— Soit f : I — I une fonction lipschitzienne de constante k €]0, 1[, et £ un point fixe de f.
Alors pour toute valeur initiale a € I, la suite (u,) définie par (12.5) vérifie les estimations suivantes :

Vn € N, ‘un_,_l ,g‘ < k’un f€|

Par conséquent,

Vn € N, ‘un ,g’ < If"’uo ,g’

Vocabulaire : une fonction lipschitzienne de constante k €]0,1[ est dite (strictement) contractante.
Remarques :

1. Si f est strictement croissante sur I, f admet un unique point fixe (hors programme)

2. Si f est strictement contractante sur un segment [a,b] alors f admet un unique point fixe (c¢f TD 18)

Corollaire 12.25.— Avec les notations précédentes,

La suite (un,) est convergente de limite £.
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Démonstration V
Soit a € I fixé et (uy) la suite définie par la relation (12.5). L’hypothese de contraction stricte se traduit par la propriété
universelle :

V(z,y) € I?,  |f(x) = f(y)| < klz -y
Soit n € N, pour majorer |un4+1 — £|, nous pouvons le faire apparaitre comme un accroissement de f. En effet, d’une
part, par construction de (un), unt1 = f(un). D’autre part, comme ¢ est fixe pour f, il vérifie £ = f(¢). Ainsi,

o luns1 =€) = |f(un) = £(0)]
< Huid

On en déduit par récurrence que Vn € N, ‘un — f! < k™ |uog — f‘.

A

e Init. pour n = 0, c’est évident.
e Hér. soit n € N tel que |un, — €] < k™|uo — £|. En utilisant successivement la premitre assertion et I’hypothese de
récurrence, j’obtiens

k|un — ¢
kn+1

|un+1 _‘€| S
< luo — |

e Ccl. la propriété est vérifiée pour n = 0, elle est héréditaire. Par le principe de récurrence elle est vraie pour tout
entier naturel.

Finalement, comme 0 < k < 1, la suite géométrique (k"|uo —! D est convergente de limite nulle. La convergence de (un)
résulte par comparaison de 'inégalité :

Vn € N,

u,L—€| <Ek" |uo—€| — 0
n— 00

A

En pratique : ce théoreme permet non seulement d’établir la convergence de la suite mais aussi d’obtenir
une estimation sur la vitesse de convergence. Il est trés souvent utilisé pour obtenir des valeurs approchée de
solutions d’équations. Cette méthode s’appelle la méthode des approximations successives.

L) 3 . <2 . . o1e
\’ Pour démontrer que la fonction itératrice est strictement contractante, on utilise souvent le

théoreme des accroissement finis. A titre d’exemple :

Exercice : Soit P : R — R la fonction polynomiale définie par P(z) = 2% — 222 — 1.

1. Montrez que I'équation P(z) = 0 admet une unique racine a réelle. Vérifiez que a € [2, +00l.

1
2. Vérifiez que Yz > 2, P(z) =0 < 2+ Z=%

3. Soit (un)nen la suite définie par ug =2 et Vn € N, u,q1 =2+ —.
Unp,

a. Montrez que (u,) converge vers a et que ¥n € N, |u, — a| < TR

b. Déduisez-en une valeur approchée de a & 10~3 pres.

4 Mise en ceuvre
4.a Plan d’étude d’une suite récurrente

Soit f : I — I une fonction continue sur un intervalle stable et a € I. L’étude complete en fonction de a de la
suite (u,) définie par :
{ ® Up=a
e VYneN, u,r1 = fluy)

est longue. En regle générale, I’énoncé devrait vous guider soit vers une étude de la monotonie, soit vers la
méthode des approximations successives...
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En I'absence totale d’indication dans 1’énoncé, vous suivrez pour démarrer 1’étude, les étapes suivantes :
Etude de la fonction f.

Etude du signe de h: z f(z) — z et recherche des points fixes pour f.

Représentation graphique de f et Id.

Repérez les intervalles stables pour f pour lesquels f est monotone.

Discussion finale en fonction de a.

Warning : I’étude graphique est indispensable pour conjecturer le comportement de la suite, mais c’est aussi un
avantage déterminant pour repérer les sous-intervalles stables.

4.b Exemples d’étude de suite récurrente

Exemple sérieux : Etudiez en fonction de son premier terme ug la suite récurrente définie par :

2 u?
U =_ 4+
n+1 3 3
Solution Vv ,
2
Soit f: R* — R" deéfinie par Vo € R*, f(z) = 3 + %

Etudions la fonction f : f est positive et croissante sur [0, +oo].

Etudions la positivité de f — Id. On montre que Vz € RT, f(z) —x = (1/3)(z — 1)(z — 2). Nous pouvons résumer les
résultats obtenus dans un tableau, dans lequel apparaissent le signe de f — Id, les points fixes pour f et les variations de f :

T 0 1 2 +o0
| |
f(z) S0 20
—
flz)—=z % + 0o -0+ | g
| |

Nb : /e graphe ci-contre n'est pas exactement celui de f, mais
I'allure générale est exactement la méme, vous repérez notamment
les sous-intervalles de R stables pour f.

Le tableau ci-dessus contient toutes les informations utiles pour la résolution de cet exercice. Remarquons tout d'abord que f
étant croissante sur l'intervalle stable [0, +o00[ la suite (ur) est monotone. De plus, f étant une fonction polynomiale (continue)
si up, converge, alors c'est nécessairement vers I'un des deux points fixes de f : 1 ou 2.
Pour clore I'étude, discutons suivant les valeurs de wug, le comportement de la suite u.
» siug € {1,2}, ces points étant laissés fixes par f, la suite est constante et donc convergente.
» siuo € [0,1[. Comme f([0,1]) C [0,1[, /a suite est a valeurs dans [0,1[. En particulier, elle est bornée. De plus comme
f — Id est positive sur cet intervalle, la suite est croissante. D’aprés le Théoreme 7.36, la suite est convergente. Elle
converge nécessairement vers sa borne sup qui doit aussi étre un point fixe de f. Comme 1 majore la suite u en ce cas,
elle ne peut converger vers 2. Donc la suite converge vers 1.
» siug €]1,2[. Comme f(]1,2]) C]1,2[, la suite est a valeurs dans ]1,2[. En particulier, elle est bornée. De plus comme
f — 1d est négative sur cet intervalle, la suite est donc décroissante. D’apreés le Théoréme 7.36, la suite est convergente
vers son inf. De plus, elle converge nécessairement vers un point fixe de f. Comme 2 ne minore pas la suite u en ce
cas, elle ne peut converger vers 2. Donc la suite converge vers 1.

> siuo €]2,4+00[. Comme f(]2,400[) C]2,+00], la suite est a valeurs dans |2, +oo[. Comme f — Id est positive sur cet
intervalle, la suite est donc croissante. D’aprés le Théoreme 7.36, si la suite est convergente, elle converge vers son
sup. De plus, elle converge nécessairement vers un point fixe de f. Comme ni 1 ni 2 ne majorent la suite u en ce cas,
elle ne peut converger : la suite est donc divergente. Mais en ce cas, d’aprés le Théoreme 7.38 la suite est divergente
vers +00. A
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Exemple sévére : Etudiez en fonction de a € R la suite récurrente définie par

v

[ ] U,O:a

S

o VneNu,41 =

Suites définies implicitement

1 Définition d’une suite implicite
Le Théoreme de la bijection sert souvent a étudier des suites définies implicitement, c’est-a-dire des suites dont
le terme général est solution d’une équation :

(En)

fn(x) =0

2 Exemple d’étude d’une suite implicite

Exercice : On considere la fonction f :]0, +00[— R définie par;

1. a
b
2. a
b.
C.
Solution V
1. a.

Va €]0, +o0], flx)=2Vre™™®

. Etudiez les variations de f, ainsi que ses limites aux bornes de l'intervalle de définition.

ces résultats sous la forme d’un tableau de variations.

. Montrez que f induit une bijection, notée f| de ]0,1/2] sur |0, /2/e]. Dressez le tableau de

de Papplication réciproque g de f|.

. Soit n € N un entier supérieur ou égal a 2. Démontrez que 1’équation

(En) f@) =+

admet une unique solution dans ]0, %] On note a,, cette solution.
Montrez que la suite (a,)n>2 est décroissante.

En déduire que (a,) est convergente et déterminez sa limite.

f est définie et dérivable sur R™* et pour tout x strictement positif,

—x

L

VT

f(x) :e‘z{ —2\/5} = (1-2z) =

VT
Ainsi,

1
Yz > 0, f(sc)>0<:>x<§

Par conséquent, f est strictement croissante sur ]0,1/2] et strictement décroissante sur [1/2,+00]

Présentez

variations

. Enfin, par

opérations algébriques sur des fonctions possédant des limites, j'obtiens lim+ flz) = IiT f(z) = 0. Résumons
x—0 T —r+00

ces quelques propriétés de f dans un tableau de variations :

T 0 1/2 +00
|
f'(@) + 0 -
|
V2/e
f / | p
0 | 0
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\'

. La fonction f : }0, 1/ 2] — RT est continue par opérations algébriques sur des fonctions continues et strictement

croissante d'aprés la question précédente. D'aprés le Théoréme de la bijection, f| réalise une bijection de ] 0,1/ 2]
sur son image f(]O, 1/2]) = ]0., 2/@}. De plus, I'application réciproque g : ]0, 2/6] — }0, 1/2} est elle aussi
continue et strictement croissante. J'en déduis :

o eI
1/2
g a

. . L. s 1 _1 p 1 , .
. Soit n € N un entier supérieur ou égal a 2. Alors 0 < — < —. Par conséquent, — est dans |'ensemble des images

n n
de f|. Par conséquent, il admet un unique antécédent par f dans]0,1/2]. Dans la suite, on note an ce nombre.

. Soit n > 2. Remarquons que a,, étant l'unique antécédent de — par I'application f, nous avons par définition de
n

I'application réciproque g de f| :

an = g(1/n)
Comme la suite (1/n) est décroissante et que g est croissante, il en résulte par composition d’applications
monotones que la suite (an)n>2 est décroissante.

. D’aprés le Théoreme de la bijection, g réalise une bijection continue de |0, +/2/e] sur]0,1/2]. En particulier,

lim+ g(z) = 0. Comme (1/n) est convergente de limite 0, le Théoréme de la caractérisation séquentielle de
z—0

la limite, permet d’affirmer que la suite g(1/n) est convergente de limite 0.
Ainsi, la suite (an) est convergente vers 0. A

COMPLEMENTS : systemes dynamiques discrets



