Chapitre
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52 CHAPITRE 3. FONCTIONS NUMERIQUES : RAPPELS & COMPLEMENTS

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les propriétés générales des fonctions définies
s sur un intervalle (ou une réunion d’intervalles) de R et & valeurs dans R, étudiées en
P classe de terminale, notamment

e la notion de bijectivité;

e les propriétés de symétries;

e les notions de limites et de continuité;
e la notion de dérivabilité;

e la notion d’intégrale en lien avec celle de primitive d’une fonction continue.

OBJEC

Ces propriétés seront revues ultérieurement dans un cadre plus rigoureux, c’est pourquoi ces propriétés sont le
plus souvent accompagnées d’'un schéma de démonstration mettant en avant une interprétation intuitive des
que cela est possible.
Dans la derniére partie du chapitre, nous étendons les propriétés et définitions précédentes au cas des fonctions
a valeurs complexes.

| Généralités sur les fonctions

Dans toute cette partie I et J désignent des intervalles de R. Nous étudions les propriétés des fonctions de I
vers R.

Une fonction f de I vers J est un procédé qui & tout élément x € I associe un unique élément f(z) € J. On
note f: 1 — J.

Vocabulaire : [ est l'ensemble de départ, J est l’ensemble d’arrivée.

lllustration : on peut représenter une fonction par son graphe.

Le graphe de f est I’ensemble des points M du plan de coordonnées
M (z,y) tels que x € I, y € J et qui vérifient la relation

y = f(z)

ry = {(z,f(x));xe]}
ry = {(m,y)EIXJ\y:f(x)}

z f(z) est 'image de x par f
x est un antécédent de f(x).

On note # (I, R) I'ensemble des fonctions de I vers J.

1 Opérations algébriques sur les fonctions
1l.a Opérations algébriques

Définition : Deux fonctions f,g: I — R sont dites égales, et on note f = g si

pour tout élément x € I, f(x) = g(x)

Définition : Soit f,g: I — R, A € R, on définit
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m f+g: I — R
z = f(z)+g(@)
m fxg: I — R
v = f(z) xg(x)
m A\ : I — R
x = A(x)
Remarques :

1. On identifie un réel ¢ & la fonction constante égale & ¢, par exemple, 1 désigne la fonction qui & tout = € I
associe 1.

2.  Lorsque f ne s’annule pas sur I, i.e. si pour tout « € I, f(x) # 0, on peut définir la fonction 1/f qui &
tout élément x de I associe l'inverse de f(x).

1.b Composition des applications

Définition : Soit f: I — J et g: J — R deux fonctions. On définit la composée go f : I — R par
pour tout élément x € I, go f(x)=g(f(x))

Warning : notez bien que pour que la composée g o f soit définie, il est nécessaire que ’ensemble d’arrivée de
f soit contenu dans I’ensemble de départ de g.

2 Symétries

Les symétries sont essentielles pour I’étude des fonctions : si elles ne résolvent pas les problemes posés, elles
permettent néanmoins de restreindre 'intervalle d’étude. Voici les symétries les plus remarquables pour les
fonctions :

2.a Parité
Définition : Soit I un intervalle symétrique par rapport a 0. Une fonction f: 1 — R est dite
m paire si pour tout x € I, f(—x) = f(x);
m impaire si pour tout x € I, f(—x) = —f(z).
Exemples :
1. Soit k € N, la fonction puissance k'®™° py : ¢ + z¥ est paire (resp. impaire) si k I’est.
2. Les fonctions cosz, o + x2, x — |z| définies sur R sont paires.
3.  Les fonctions sinz,  — 2% définies sur R sont impaires.
lllustration : f est paire (resp. impaire) ssi son graphe est symétrique par rapport & l’axe des ordonnées (resp.
par rapport a l'origine).

graphe d’une fonction paire graphe d’une fonction impaire

\

-4 -3 -2 1 0 \)/ 2 3 4

Exercice : Soit I un intervalle symétrique par rapport a lorigine contenant 0. Montrez que si f € % (I, R) est
impaire, alors f(0) = 0.

Proposition 3.1.— Soit I un intervalle symétrique par rapport a 0. Alors pour toute fonction f € % (I, R), il
g est paire

existe un couple de fonctions (g, h), unique tel que h est impaire
f=g+h
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Démonstration Vv
La démonstration de ce résultat sera par analyse-synthése :

m Analyse : supposons qu’un tel couple de fonctions existe. En utilisant la parité de g et de h, j’obtiens pour tout élément
zdel:

f@) = g(@)+h(=z)
f(=2) = g(=)—h(z)
Par addition et soustraction membre & membre, il en résulte que
1
9@) = $(f@)+ (=)
1
S (F@) = f(=))
Ainsi, si un tel couple (g, h) existe, ces fonctions sont nécessairement définies par les expressions ci-dessus.
m Synthése : réciproquement, soit g et h les fonctions définies sur I par :

/(@) + f(~2) _ @)~ f(-x)
T the) =TT —

h(z) =

pour tout z € I, g(z) =

On vérifie que ce couple est solution du probleme posé :

e g est paire : en effet, pour tout z € I, g(—z) = W = g(x).
e h est impaire car pour tout x € I, h(—x) = f(z2) ; f(+2) = _f@) ;f(ix) = —h(x).
e f = g+ h puisque pour tout élément x € I,

o)+ ey = LELHICD) | J@ = J) _

m Conclusion : par analyse-synthése, nous avons prouvé l'existence et I'unicité d’un couple de fonctions (g, h) tel que g
est paire, h est impaire et f = g + h. A
2.b Périodicité

Définition : Soit T € R™. Une fonction f : R — R est dite T-périodique si pour tout x € R, f(z+T) = f(x).
Vocabulaire : T est appelée période de f-

Remarque : on a alors f(x + kT') = f(z) pour tout k € Z.

Exemples : Les fonctions trigonométriques sinus et cosinus sont périodiques de période 27, la fonction tangente
est périodique de période 7.

Exercice : Démontrer que la fonction 2 — z — |x] est périodique.

Solution Vv
Soit f la fonction définie pour tout réel © € R par f(x) = x — |z]. f(x) représente donc la partie décimale de x. Montrons
que f est périodique de période 1.
Soit donc = € R. Par les propriétés de la partie entiére, il vient |x + 1| = |x| + 1. Retranchant x 4+ 1 aux deux membres de
cette égalité, j'obtiens :

le+1] = (z+1) = [z] -2
Ainsi, f(z +1) = f(x).

Ceci étant vrai pour tout réel x, il s'ensuit que f est 1-périodique. A

lllustration : graphe d’une fonction périodique
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3 Relation d’ordre sur .7 (I, R)

3.a Comparaison de fonctions

Définition : Soit (f,g) € .F(I,R)? un couple de fonctions.
e On note f < g, lorsque pour tout x € I, f(z) < g(z).
e On note f < g, lorsque pour tout x € I, f(z) < g(z).

Vocabulaire : une fonction f € % (I,R) est dite positive si f > 0.
Commentaires : en clair, f < g si et seulement si le graphe de g est au-dessus du graphe de f.

Warning : la relation d’ordre définie ci-dessus n’est pas totale. Cela signifie deux fonctions f et g définies sur
I ne sont pas toujours comparables.

Exercice : Montrez que les fonctions définies sur R par z2 + 1 et = + 1 ne sont pas comparables.

Proposition.— Compatibilité avec les opérations —. Soit f,g: I — R des fonctions. On suppose que f < g.
Alors

m pour toute fonction h € F(I,R), f+h <g+h
m pour toute fonction positive h € #(I,R), f x h<gxh

3.b Enveloppes supérieure et inférieure de deux fonctions
Définition : Soit f,g: I — R, on définit

max(f,g): I — R et min(f,g): I — R
= max{f(z),g(r)} z o~ min{f(z),g(x)}

Notation : Soit f : I — R, on note f* et f~, les fonctions définies par
fT =max(f,0) et f~ = max(—f,0).

Ces fonctions positives représentent les parties positives et négatives de f, de sorte que

pour tout z € I,  f(z) = f*(x) — f~(2) et |f(z)] = fF(z) + f~(2)
Exercice : Représentez le graphe de I'application max(p, q) : R — R o p et ¢ sont les fonctions

p: R — R et ¢g: R — R
x = 202 —x+1 x = x+1

3.c Fonctions bornées, majorées et minorées
Définition : Soit f : I — R une fonction réelle. On dit que

o f est majorée s’il existe M € R tel que f < M.

o f est minorée s’il existe m € R tel que f > m.

o f est bornée s’il existe M € R tel que |f| < M.
Remarque : Une fonction réelle f : I — R est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.
Définition : Soit f : I — R une fonction a valeurs réelles. On dit que

m [ posséde un mazximum en a € I si pour tout x € I, f(x) < f(a). On note alors mIaxf = f(a).

m [ posséde un minimum en a € I si pour tout x € I, f(x) > f(a) On note alors mIinf = f(a).

Vocabulaire : mlaxf est appelé le maximum de f sur I. Lorsqu’on souhaite préciser le point a de I tel que

fla) = max f, on dira que f prend! son mazimum au point a.

1. on dit aussi atteint
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4 Fonctions monotones
4.a Définitions
Définition : Une fonction f: I — R est dite
e croissante sur I lorsque pour tout (z1,x2) € 12, six1 < 2 alors f(x1) < f(x2)
o décroissante sur I lorsque pour tout (z1,x2) € I2, si x1 < xo alors f(x1) > f(x2)
e strictement croissante sur I lorsque pour tout (x1,x2) € I?, si 31 < x2 alors f(x1) < f(x2)
e strictement décroissante sur I lorsque pour tout (x1,x0) € I%, si x1 < o alors f(x1) > f(x2)

Une fonction est dite monotone sur I si elle est croissante ou décroissante sur I, elle est dite strictement
monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante sur I.

Commentaires : ainsi que je vous I’ai annoncé, la relation d’ordre sur R améliore souvent la situation. Précisément
les fonctions monotones (croissantes ou décroissantes) sont les fonctions compatibles avec la relation
d’ordre :

Retenez que :

Une fonction f : I — R est croissante si et seulement si elle préserve les inégalités.
Une fonction f est décroissante, si et seulement si elle bascule les inégalités.

En pratique : vous devez savoir utiliser la monotonie d’une fonction pour résoudre une inéquation.

Exemple : Les fonctions de RT™ dans lui-méme définie par z — 1 /x et x — 12 sont respectivement décroissante
et croissante.

4.b Opérations sur les fonctions monotones

D’apres la compatibilité de 'ordre avec les opérations de R, nous obtenons :

Proposition.— Opérations sur les fonctions monotones
Soient f, g € .Z(I,R) deux applications définies sur un intervalle I de R et A € R™ un réel positif.

m Si f et g sont croissantes alors f + g est croissante.
m Si f est croissante alors \f est croissante.
m Si f est croissante, alors — f est décroissante.

m Si f et g sont croissantes et positives, alors f X g est croissante.

m Si f et g sont décroissantes et positives, alors f x g est décroissante.

Démonstration V

m Soit (z1,22) € I? tels que z1 < 2. Comme f et g sont croissantes, il en résulte que
flz) < f(22)
glz1) < g(x2)

En additionnant membre a membre ces inégalités, il vient :
f(@1) +g(21) < fla2) + g(x2).

m Soit (x1,22) € I? tels que z1 < x2. Comme f est croissante, f(z1) < f(x2). Par compatibilité de I'ordre avec la
multiplication par A € RT, il vient A x f(x1) < XA x f(x2).

m Soit (z1,22) € I? tels que x1 < x2. Comme f est croissante, f(z1) et f(x2) sont rangés dans le méme ordre. Par
compatibilité de l'ordre avec la multiplication par —1, il vient (—1) x f(z1) > (=1) x f(z2).
m Soit (z1,x2) € I? tels que z1 < x2. Vu les hypotheses de monotonie de f et g, il vient
flx) < f(x2)
g(x1) < g(z2)

D’apres la compatibilité de la multiplication membre a membre pour les inégalités entre réels positifs, il s’ensuit :

f(@1) x g(z1) < f(z2) X g(22).
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m Soit (z1,z2) € 12 tels que 1 < x2. Comme f et g sont décroissantes, on a :
fx) = f(=z2)
g(x1) = g(x2)
Par compatibilité pour la multiplication membre & membre des inégalités entre réels positifs, il vient
f(z1) x g(@1) = f(22) x g(x2).
A
Exercice : Soit f,g: I — R deux fonctions croissantes et négatives sur I.
1. La fonction f — g est-elle monotone 7
2. La fonction f x g est-elle monotone ?
Solution ¥V
1. Non! tous les cas sont dans la nature! par exemple si f et g sont les fonctions définies sur [0,1] par f(z) =z — 1 et
g(x) =x? — 1, f — g n'est pas monotone sur [0, 1].
2. D’aprés la proposition précédente, (— f) et (—g) sont deux fonctions décroissantes et positives. Il en va de méme pour
fxg=(=f)x(-g). A
Proposition.— Composition des fonctions monotones —. Soit f : I — J et g : J — R deux fonctions

monotones. Alors g o f est monotone.

m Si f et g sont croissantes, alors g o f est croissante.
m Si f et g sont décroissantes, alors g o f est croissante.
m Si f est croissante, g est décroissante, alors g o f est décroissante.

m Si f est décroissante, g est croissante, alors g o f est décroissante.

Commentaires :

Dé

monstration V

pour bien comprendre cet énoncé, vous devez vous rappeler que les fonctions croissantes
préservent les inégalités tandis que les fonctions décroissantes les basculent.

Soit (z1,22) € I? tels que 21 < x2. Comme par hypothese f est croissante, f(x1) < f(x2). Or f(x1) et f(x2)
appartiennent a J et g est croissante sur J par hypothese. Il en résulte que g(f(a:l)) < g(f(:rg))

Soit (w1,22) € I? tels que z1 < x2. Comme par hypotheése f est décroissante, f(x1) > f(z2). Or f(z1), f(x2)

appartiennent & J : comme g est décroissante sur J, il en résulte que g(f(z1)) < g(f(z2)).

Soit (z1,z2) € I? tels que 21 < xo. Comme par hypothése f est croissante, f(xl
appartiennent & J et g est décroissante sur J par hypothese. Il en résulte que g(

Soit (w1,z2) € I? tels que 21 < x2. Comme par hypothese f est décroissante, f(z1
appartiennent & J et g est croissante sur J par hypothese. Il en résulte que g( flx ))

Défi ! Etudiez les variations de la fonction

5
5.a

f: R™ —» R™
In(1+e%)

1

x B G N
1 +exp(z — )

Injectivité, surjectivité, bijectivité

Définitions

)
1)
)
>

<
2

>

g(f

f(z2). Or f(x1), f(x2)
g(f(z2
f(x
(z

2) Or f(z1), f(z2)
2)). A

Soit f : I — J une fonction définie sur un intervalle (ou une réunion d’intervalles) I & valeurs dans un intervalle

J(

une réunion d’intervalles).
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Ainsi, tout élément x € I, admet une image, unique y = f(x) dans
J. En revanche, étant donné un élément y € J, rien ne garantit, ni
lexistence, ni 'unicité, d’antécédents pour y par f. Au contraire,
I’exemple suivant montre qu’il ne peut y avoir de réponse simple
a cette question : certains éléments de J peuvent ne pas avoir
d’antécédents, tandis que d’autres en ont plusieurs.

Exemple : Soit f: R — R, x — 2% et y € R fixé. Alors
» siy <0, il n’admet aucun antécédent par f;

» siy =0, il admet comme unique antécédent O;

» siy >0, il admet exactement deur antécédents \/y et —,/y.

Ceci nous conduit & poser les définitions suivantes :
Définition : Une application f: I — J est dite :
e injective si tout élément y de J a au plus un antécédent dans I.
o surjective si tout élément y de J a au moins un antécédent dans I.

e bijective si tout élément y de J a exactement un antécédent dans I.

Exemples :
e l'application identité : id : I — I est bijective
x = T
e l'injection canonique : j : I — R est injective
T = oz
e la fonction : f : [-1,1] — [0,1] est surjective
x 22

Remarque : les notions d’injectivité, de surjectivité et de bijectivité dépendent du procédé = — f(z) mais aussi
des intervalles de départ et d’arrivée I et J.

Exemple : Soit f : x — 22 la fonction carrée.

f:RT = R™ est bijective;

f: R — R est surjective et non injective ;

f : RT = R est injective et non surjective;

e f:R — R n’est pas injective ni surjective.
Remarque :
e lorsque f : I — J est injective, deux éléments distincts de I ont des images distinctes dans J.
e Une application f : I — J est bijective si et seulement si elle est a la fois injective et surjective.

5.b Bijectivité : point de vue équations

Par définition une fonction f : I — J est bijective, si tout élément y € J posséde un unique antécédent par f
dans I. Or un antécédent de y est tout simplement une solution dans I de I’équation y = f(z). Par conséquent :

Proposition 3.2.— Soit f : I — J une application.

f est bijective
si et seulement si
pour tout élément y € J, Péquation  f(x) =y admet une unique solution z dans I.

Remarque : les notions d’injectivité et de surjectivité se traduisent elles aussi & l'aide des équations y = f(x).

Exercice : Montrez que l'application f : ]—o0;1] — R est bijective.
t — In(1—1t)
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Solution Vv
Soit y € R, un nombre réel quelconque. Montrons que I'équation

fl@)=y (3.1)
admet une solution unique. Raisonnons par équivalences, pour tout x €] — oo; 1[, nous avons

f(z)=vy sietseulement si In(l—z)=y
si et seulement si 1 —x = exp(y)

si et seulement si  x =1 —exp(y) €] — oo;1]

Ainsi, pour toute valeur de y € R [I'équation (3.1) admet pour solution, unique, le nombre réel strictement inférieur a 1 :
x=1—exp(y). A
5.c Bijectivité : point de vue application réciproque
Soit f : I — J bijective.

m Comme f est une application tout élément x de I a une unique image y = f(z) dans J.

m Comme f est une bijection tout élément y de J a un unique antécédent = dans I.

Ce procédé qui a tout élément y € J associe son unique antécédent par f définit une nouvelle fonction de J
vers I, appelée application réciproque de f :

Définition : Soit f : I — J une bijection. On définit une nouvelle application f=1 : J — I appelée application
réciproque de f, en posant pour tout y € J, f~1(y) est l'unique antécédent de y par f.

Warning : ne confondez pas I'application réciproque d’une bijection, notée f~1 avec la fonction —

f

Corollaire 3.3.— Soit f : I — J une bijection. Pour tout couple (z,y) de réels,

{ Zi(z) = { ii?*l(y)

lllustration :

Dans un reprere orthonormé, les graphes d’une
bijection f et de son application réciproque sont
symétriques par rapport a la premiere bissectrice.
En effet, (z,y) appartient au graphe de f si et
seulement si y = f(x). D’apres le Corollaire ci-
dessus, ceci équivaut au fait que x = f=1(y), ce
qui revient & dire que (y, ) appartient au graphe
de f~L ©

Exemple : la fonction In : R™ — R est bijective, son application réciproque est exp : R — RT*.
En pratique : lorsqu’on vous demande de prouver que f est bijective et déterminer son application réciproque,
le point de vue équation s’avere particulierement efficace.

2z 4+ 3
Exercice : Montrez que application f : R\ {3} — R\ {2} définie par f(z) = vt
o

son application réciproque.

est bijective et déterminez

Solution Vv
Soit y € R\ {2} fixé. Résolvons dans R\ {3} I'équation f(z) =y.
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Pour tout z € R\ {3}, nous avons les équivalences suivantes :

2 + 3

f(z) =y sietseulement si ——3 — Y
siet seulementsi  (y —2)z =3(y + 1)
1
st et seulementsi x =3 &
y—2

Ainsi, pour chaquey € R\ {2} fixé, I'équation y = f(x) posséde une unique solution. D’aprés la Proposition 6.14, ceci signifie
que f: R\ {3} = R\ {2} est bijective et que son application réciproque est

7' R\{2} — R\i?)]i
Yy
Yy 3y72

A

Vous pouvez 2 noter sur cet exemple que pour tout z € R\ {3}, f~' o f(x) = x et que pour tout y € R\ {2},
fof~Yy) =vy. Autrement dit

fof t=Idpyoy et [f7lof=Idps

Il s’agit d’un fait général :

Corollaire 3.4.— Soit f : I — J une bijection, alors pour tout couple (z,y) € I x J,

[0 w)=yet f o f(z) =l

Commentaires : autrement dit, fo f~1 =idj et f~1 o f = id;.

Démonstration V
Soit (z,y) € I x J.

e 71 (y) est 'unique antécédent de y par f dans I, par conséquent, son image par f vaut y!

e f(z) est 'image de x par f, par conséquent, son unique antécédent par f dans I est z!! A

5.d Stricte monotonie et injectivité

La proposition suivante exprime la compatibilité des fonctions monotones avec 'ordre appliquée a 1’étude de
Iinjectivité. Ces propriétés seront utilisées dans la démonstration du Théoreme de la bijection, (cf Théoreme
3.12).

Proposition 3.5.— Soit f: I — R. Alors

m [ est strictement croissante si et seulement si f est croissante et injective.

m [ est strictement décroissante si et seulement si [ est décroissante et injective.

Démonstration Vv
Les deux assertions se traitent de facon analogue, je démontre la premiere :

e Supposons que f : I — R est une fonction strictement croissante. Il est clair que f est croissante. Montrons par
I’absurde que f est injective. Supposons au contraire qu’il existe un élément y € R ayant deux antécédents
distincts, 1 et 2. Comme la relation d’ordre sur R est totale, deux cas se présentent :

» soit 1 < x2, auquel cas, au vu de '’hypothese de monotonie stricte, f(z1) < f(z2).
» soit z2 < 1, auquel cas la stricte monotonie de f impose que f(z2) < f(z1).

Dans tous les cas, f(z1) # f(z2), ce qui contredit le fait que z1 et x2 sont des antécédents de y.

2. faites-le maintenant !
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e Réciproquement, supposons f croissante et injective et montrons que f est strictement croissante. Soit donc
(x1,22) € I? tel que z1 < x2, nous montrons que f(z1) < f(z2). La monotonie de f entraine que f(z1) < f(x2),
il s’agit donc de démontrer -par I'absurde- que cette inégalité est stricte. Supposons au contraire que f(z1) =
f(z2), Phypotheése d’injectivité de f montre que ceci n’est possible que lorsque z1 = z2. Ce qui contredit le fait
que r1 < x2.

A

Corollaire 3.6.— Soit f : I — J une application monotone et bijective.
L’application réciproque f~! de f est strictement monotone, et de méme sens de variation que f.

Exemple : les fonctions In et exp sont des bijections strictement croissantes, réciproques 'une de 'autre.

Démonstration Vv

Supposons, pour fixer les idées, que f est décroissante et bijective, donc strictement décroissante. Soit (y1,y2) € J? tels
que y1 < y2. On montre que £~ (y1) > f~(y2).

Notons z1 = f_l(yl) et 1o = f_l(yg). Démontrons par 1’absurde que 1 > x2.

Supposons au contraire que x1 < x2 Comme f est décroissante, ceci entraine que f(z1) > f(z2), c’est-a-dire que y1 > y2
ce qui contredit notre hypothese. A

1] Limites et continuité des fonctions réelles

1 Notions de limites
1l.a Limite finie en +o00
En classe de terminale, vous avez défini la notion de limite finie en 400 :

Définition : Soit I un intervalle non majoré de R, £ € R et f : I — R. On dit que f(x) tend vers { quand x
tend vers +00, et on note 11111 f(x) = ¢, si tout intervalle ouvert contenant £ contient toutes les valeurs f(x)
TrT—r+00

pour x assez gmnd.

lllustration :
Fixons un intervalle ouvert ]a, b[ contenant £. Si hl}_l f(x) = ¢, pour x assez grand,
xr—r oo

le graphe de f est entierement contenu dans la bande {(z,y) € R*| z € I,y €]a, b[}.
Mais ceci ne résume pas la définition de lirf flx) =¢.
r—r—+00

En effet, le point important c’est que ce principe reste valable pour n’importe
quel choix de lintervalle ]a,b]. Par exemple, si je recommence avec un intervalle
10 malliards'® ™97 foig plus petit, je dois retrouver le méme dessin. Il n’est donc v
qu’une possibilité pour représenter le graphe d’une telle fonction il doit s’écraser sur

la droite y = £.

o

Commentaires : en clair, lirf f(z) = ¢ signifie que f(x) est arbitrairement proche de ¢ pourvu que z
T—r+00
soit suffisamment grand.

En ce cas, il faut traduire z est suffisamment grand par suffisamment proche de +oc.

1.b Notions de voisinages

Pour généraliser la notion de limite, il convient de donner un sens précis a la <proximité »de z. C’est la notion
de voisinages :
Définition : Soit I un intervalle de R, a un élément de I ou une extrémité, éventuellement infinie de I.

» sia est un élément de I ou une borne réelle de I, on appelle voisinage de a dans I toute intersection de
I avec un intervalle ouvert contenant a.

» sia = —oo, on appelle voisinage de a dans I toute intersection de I avec un intervalle ouvert non
minore.

» sia = +00, on appelle voisinage de a dans I toute intersection de I avec un intervalle ouvert non
majoré.

Question : donnez un voisinage de 0 de 3 et de 1 dans I = [0, 1].
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1.c Notions de voisinages
La notion de voisinage permet de présenter en une seule assertion les différentes notions de limite :

Définition : Limites d’une fonction —. Soit f : I — R, a un élément de I ou une borne, éventuellement infinie,
deI etleR.

On dit que f admet { comme limite en a si f(x) est arbitrairement proche (au sens des voisinages) de ¢
pourvy que a soit suffisamment proche (au sens des voisinages) de a.

Commentaires : Cette définition de limite reste intuitive, elle sera quantifiée plus rigoureusement dans la suite
du cours.

2 Opérations sur les limites
2.a Opérations algébriques

Théoréme 3.7.— opérations algébriques sur les limites —. Soit f,g € 7 (I, R) deux fonctions réelles définies
sur I, a un élément de I ou une extrémité de I, (¢,k) € R, et A € R* un nombre réel.

= Si lii;n f(z) = ¢, alors li_I>n |f(z)] = |£].
m Si il_r)r}lf(x) = (, alors ilir(lz()\f(x)) = AL
= Si i%f(m) =/let ilg}lg(m) = k, alors ;%(f(x) +g(x))=L+k.
= Si ilg}lf(x) =/ et ilg(llg(x) =k, alors ilir}z(f(x) xg(z)=0xk
- _ . Iy 1
m Si ;gr}lf(x) ={ # 0, alors ;I—IBz(f(:n)) =7
m Si lim f(z) = £ et lim g(x) = k # 0, alors lim (ﬁ) _ L
T—a T—a ’ r—a g(x) k

pourvu que ces opérations aient un sens dans R.

1 oo
Rappels : les expressions (4+00)+(—00), 0% (+00), 0 et — ne sont pas définies, il s’agit de formes indéterminées.
o0
En revanche, on convient que — = 0.
00

2.b Composition des limites

En pratique, on a tres souvent recours au calcul de limite par

Théoreme 3.8.— Changement de variable —. Soit y: I — J et f: J — R deux fonctions, a un élément de
I ou une extrémité de I , b un élément de J ou une extrémité de J et £ € R.

o limy(z)=">
Si, gi;rtllf(y) — alors  lim f oy(z) =14

y—b

En pratique : pour étudier la limite au point a de f(y(x)),

e posez y = y(z) et vérifiez y(xr) — b.
r—a

e étudiez, fly) — ¢L.
y—b

Vous concluez par composition des limites que lim f(y(z)) = (.
r—ra

Exercice : Etudiez la limite en +o00 de sin(e™%).

Solution Vv
e lim y(x)=0
Posons y(x) = e™". On a wte . Par composition des limites, il s'ensuit que lim sin(e™ ") =0. A
° hn%) sin(y) =0 -+ oo
y—r
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3 Fonctions continues sur un intervalle
3.a Continuité ponctuelle, continuité sur un intervalle
Définition : Soit f: I - R eta € I.
e On dit que [ est continue au point a si il_r)r}l f(z) = f(a).
e On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point a de I.

Exemples : les fonctions polynomiales, les fonctions trigonométriques cos, sin, tan, les fonctions exp et In sont
continues sur leurs intervalles respectifs de définition.

Notation : C°(I,R) = C(I,R) désigne I’ensemble des fonctions continues sur I.

Interprétation graphique : f est continue sur U'intervalle I si on peut tracer son graphe sans lever le crayon.
Autrement dit, le graphe est un trait continu.

lllustration :

AN /
c b

it’s continuous ! — it’s not continuous! ~

a

=2

3.b Théoréme des valeurs intermédiaires

Ainsi, que nous 'avons noté, le graphe d’une fonction continue sur un intervalle est sans trou. Par conséquent,
nous en déduisons :

Théoreme 3.9.— Théoreme des valeurs intermédiaires —. Soit f : I — R une fonction continue sur I, a et
b deux points de I tels que a < b. Alors f prend toute valeur v, intermédiaire entre f(a) et f(b) :

Pour toute valeur vy, comprise entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, ] tel que

fle)=n.

Commentaires : en clair, f prend toute valeur intermédiaire entre f(a) et f(b).

Preuve en images v
La courbe représentative de f va de

f(a) & f(b). Comme par hypothése v est

compris entre f(a) et f(b), elle coupe v
nécessairement la droite d’équation y = v
en (au moins) un point entre a et b. A a

Le théoreme des valeurs intermédiaires est généralement utilisé pour la résolution d’'une équation du type

f(z) =0, il s’énonce alors de la fagon suivante :

Corollaire 3.10.— Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle. Soit (a,b) € I? tel que a < b.

Si f(a) x f(b) <0, alors, il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =0

Démonstration Vv

Comme f(a) x f(b) est négatif, f(a) et f(b) sont de signes contraires, ainsi f(a) < 0 < f(b) ou f(b) <0 < f(a). Dans
tous les cas, 0 est une valeur intermédiaire entre f(a) et f(b). A
En pratique : ce théoréme existentiel sert & démontrer I'existence d’une solution (au moins) de I’équation sans
avoir besoin de la calculer. Pour utiliser le TVI dans ce contexte :

vous traduisez le probleme (existentiel) posé sous la forme d’une équation f(z) = 0.

vous vérifiez que f est continue.
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vous vérifiez que f change de signe.
TVI applies and you’re done !
Exercice : Soit (a,b) € R? tels que a < b et f : [a,b] — [a,b] une fonction continue. Montrez que f possede au
moins un point fize dans [a,b], i.e.
Jc € [a,b], tel que f(c) =c.
Solution Vv
Le probléme posé consiste a démontrer I'existence d’une solution de I'équation f(x) = x, soit encore

fle)—z=0

e soit g : [a,b] — [a,b] la fonction définie pour tout x € [a,b] par g(x) = f(x) — =z
e g est continue comme somme de telles fonctions

e Comme f(a) € [a,b], on a en particulier, f(a) > a, ce qui revient précisément a dire que g(a) > 0. De méme
f(b) € [a,b], donne g(b) < 0. Ainsi, la fonction g change de signe entre a et b.

e D’aprés le TVI, 0 est une valeur intermédiaire entre g(a) et g(b). Par conséquent, il existe ¢ € [a,b] tel que g(c) =0,
soit encore,

fle)=c
A

D’un point de vue théorique, on peut encore reformuler la conclusion du théoreme des valeurs intermédiaires a
l'aide de I’ensemble des images de f.

Notation : Soit f: I — R, on désigne par f(I) l’ensemble des images des éléments de I par f :
f)={f(z); zel}={yeJ | y aun antécédent par f}

On visualise aisément ’ensemble des images sur le graphe en repeére orthonormal : il s’agit simplement du projeté
orthogonal du graphe sur ’axe des ordonnées.

Si f : I — R est continue, c’est-a-dire si son graphe est un trait continu, en ce cas, I'ensemble des images f(I)
n’a pas de trous ... Il s’agit donc, comme nous ’avons noté au Chapitre 1, d’un intervalle.

Ainsi, le théoréme des valeurs intermédiaires s’énonce-t-il encore :

Corollaire 3.11.— Image continue d’un intervalle —. Soit f : I — R une application continue. L’image de /
par f est un intervalle de R.

3.c Théoreme de la bijection

Théoreme 3.12.— Théoreme de la bijection —. Soit / un intervalle de R et f une application continue et
strictement monotone sur /. Alors

m f(I) est un intervalle, noté J
m f: I — J est une bijection de I sur J,

m f7!:J — I est strictement monotone, de méme monotonie que f.

m f~':J = I est continue de J sur 1.

Preuve en images v
Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone.
m D’apres le Théoréme des valeurs intermédiaires, f(I) est un intervalle J de R.
m Comme f est strictement monotone, elle est injective d’apres la Proposition 3.5. Ainsi, f induit une application
fi I — J qui est injective car f I'est et surjective. Il s’agit donc d’une bijection.
m L’application induite, f, étant bijective, elle posséde une bijection réciproque f~' : J — I qui est strictement
monotone et de méme monotonie que f d’apres la Proposition 3.6.

m La continuité de I'application réciproque sera établie rigoureusement plus tard, pour l'instant, contentons-nous de
remarquer que les graphes de f et de f~* dans un repére orthonormé étant symétriques par rapport a la premiere
diagonale, le graphe de f~! peut étre tracé sans lever le crayon.
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A

En pratique : le théoreme de la bijection est utile pour prouver que f : I — R <«réalise une bijection sur un
intervalle a précisers, a l’aide du tableau suivant :

I =1la,b I =]a, b] I=1la,b] I =]a,b]
FoL D) =1f(a), fO)] | f(I) =lTim f (), fO)] | f(I) = [f(a),lim f[ | f(I) =]lim f,lim f[
IN A =1f0), f@] | (1) = [f0),lim f[ 1 f(1) =]lim f, f(a)] | f(I) =]lim f,lim f[

Corollaire 3.13.— Soit f : I — R une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle. Soit
(a,b) € I? tel que a < b.

| Pour toute valeur «, comprise entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a,b], unique, tel que f(c) = . I

Exercice : On considere la fonction f : R™ — R
r = z—24+Inz

1. Montrez que f réalise une bijection de R™ sur un intervalle que vous préciserez.

2. Que pouvez-vous en déduire pour I’équation f(x) =07

11 Dérivation des fonctions réelles

1 Notions de dérivée

1.a Nombre dérivé

Définition : Soit f : I — R une fonction définie sur I et a € I. On dit que f est dérivable au point a lorsque

les taux de variation de f au point a possédent une limite finie au point a.

f(z) = fla)
T —a

En ce cas, f'(a) = li;rén s’appelle le nombre dérivé de f en a.
TrFa

Tr—a
En pratique : pour étudier la dérivabilité d’une fonction en un point a et cacluler le cas échéant le nombre
fla+h)— f(a)

dérivée, on effectue souvent le changement de variable z = a + h. On a alors f'(a) = }Li% W

h—0
f(z) = f(a)

T —
de f correspond donc a la pente limite.

Commentaires : est la pente de la corde d’extrémités A(a, f(a)) et X (z, f(z)). Le nombre dérivé

lllustration : la dérivée est la limite des taux de variation

@/ fa) f(a)

a a a
Exemple : La fonction affine x — dx + ¢ est dérivable en tout point de R et son nombre dérivée est d.

Exercice : Soit f : RT — RT . Montrez que f est dérivable en tout point a € R™ et que pour tout

T = T

a>0
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Solution Vv
. . . vV h — . P . . , . L
Soit a > 0. Pour étudier les quotients %\/a, on peut multiplier numérateur et dénominateur par |'expression conjuguée.
Il vient :
Va + va+h—va _ (a+h)—a
h(va+ h++/a)
. 1
Va+h+a
Par continuité de la fonction racine carrée au point a il en résulte alors aisément que
lim V@ + vath—+va 1
im _—
h—0 2\/5

1.b Droite tangente

Proposition 3.14.—
Si f: I — R est dérivable au point a, alors la droite

d’équation

f(a)

ly=f(a)+ f'(a)(= — a)]

est tangente au graphe I'y au point d’abscisse a. 0

Démonstration V
Cette propriété sera démontrée dans le cadre plus général de I’étude des tangentes des courbes planes (Chapitre 7). A

1.c Fonction dérivée
Définition : [ est dite dérivable sur I, si elle est dérivable en tout point de I. La fonction
ff+ I —- R
z = fl(z)

qui a tout point x € I associe le nombre dérivé de f en x est la fonction dérivée de f.
Exemples :

e les fonctions cos, sin, tan , exp et In sont dérivables sur leurs intervalles de définition respectifs.

e La fonction |z| n’est pas dérivable en 0 : son graphe posséde un point anguleux.

Exercice : Soit n € N*. On considere la fonction p,, : R — R définie par pour tout = € R, p,(x) = z™. Montrez
que p, est dérivable sur R et que pl, = np,_1.

Solution Vv
Soit x € R, x # a. L'identité géométrique donne :

x k—1
E z" x a"
T—a

k=0

Chacun des monémes x — a™*~'z* est une fonction (polynomiale donc) continue en a. Par suite, pour tout k € {0,n — 1},
o n—k—1_k n—1
lim a T =a
Tr—a
Par opérations sur les limites, il s'ensuit que
n—1
. —1
lim =—2 E a”
r—=a T —Q
k=0
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2 Opérations sur les dérivées
2.a Opérations algébriques

Proposition 3.15.— Opérations algébriques sur les dérivées —. Soit f,g: I — R, A € R. On suppose que f
et g sont dérivables dans un intervalle I. Alors

m )\ f est dérivable sur I et A-fY=x-f
m f+gestdérivablesur et (f+g)=f+¢
fxgestdérivablesur T et (fxg)=f xg+fxg
. S )
[ i est dérivable sur I et (i)/ = I'g 2fg si g ne s’annule pas dans [
g g

2.b Composée de fonctions dérivables

Proposition 3.16.— Reégle de dérivation en chaine —. Soit g: J — Ret f : I — R, telles que f(I) C J. Si
f est dérivable sur I et g est dérivable sur J, alors g o f est dérivable sur I et

l(gof) = (g o5) x 7]

Remarque : on peut itérer cette formule : (hogo f) =h'ogo fx g ofx f.

Exercice : Soit v : I — R une fonction dérivable sur I.

1. Exprimez en fonction de u et de v/, les dérivées de u™ et e.

2. Side plus u est strictement positive, exprimez en fonction de u et de v/, les dérivées de \/u, Inwu.
2.c Dérivée d’une bijection réciproque

En dérivant la relation, f o f~! = Id;, nous en déduisons :

Proposition 3.17.— Dérivabilité de I'application réciproque d’un bijection —. Soit f : I — J une bijection
de I'intervalle I sur 'intervalle J. Si f est dérivable sur I et si f’ ne s’annule pas sur I, alors f~! est dérivable
sur J et

1

-1\ _
(f ) _f/Of_l

Exemple : Comme nous I’avons préalablement établi, la fonction racine carrée est dérivable sur R et sa
fonction dérivée est donnée pour tout x > 0 par :

(V) (@) = NG

Nous pouvons aussi retrouver cette formule en se rappelant que la fonction racine carrée n’est autre que la
bijection réciproque de & — 22 sur R™.

3 Propriétés des fonctions dérivables
3.a Lien fondamental avec la continuité

Théoreme 3.18.— Soit f : I — R une fonction définie sur I et a € I.

Si f est dérivable au point a, alors f est continue au point a.

Nb : La réciproque de cette proposition est fausse : la fonction z +— |z| est continue en 0 mais elle n’est pas
dérivable en ce point.
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3.b Liens avec la monotonie

Théoreme 3.19.— Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle non trivial® I.

m f est croissante sur I si et seulement si f' > 0.
m [ est décroissante sur I si et seulement si f < 0.

m f est constante sur I si et seulement si f' = 0.

Corollaire 3.20.— Soit f : I — R une fonction dérivable sur un intervalle non trivial I.

m si f' >0, alors f est strictement croissante sur I.

m si f/ <0, alors f est strictement décroissante sur I.

Remarques :

1
1. Dans chacune de ces assertions, le fait que I soit un intervalle. Par exemple la fonction inverse, z — — est
T
dérivable sur R*, et de dérivée strictement négative. Pourtant elle n’est absolument décroissante sur R*.
2. On peut montrer que si f > 0 sauf en un nombre fini de points d’annulation, f est strictement croissante.

En pratique : ces résultats sont utilisés pour dresser le tableau de variations d’une fonction dérivable, mais
aussi pour établir une inégalité.

4 Dérivées d’ordre supérieur

Soit f : I — R une fonction dérivable, sa dérivée définit une fonction f’: I — R. Si de plus, f’ est dérivable, on
dit que f est deux fois dérivable sur I. On note alors f” : I — R la fonction dérivée de la dérivée de f ...
Plus précisément,

Définition : Soit f : I — R. On convient que f est 0 fois dérivable et que f(© = f. Sin € N*, on dit que f est
n-fois dérivable dans I si :

o festn—1 fois dérivable dans I
F=1 est dérivable dans 1.

En ce cas, on note f(") = (f<”_1))/.

Exemple : sin'™ (z) = sin(z + n%)

Notation :
e C"(I,R) l’ensemble des fonctions n fois dérivables et de dérivée n**™¢ continue sur I.
e C®(I,R) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur I.

Exemples : on démontre aisément par récurrence sur n € N* que les fonctions usuelles :
e fonctions polynomiales

e les exponentielles,

les logarithmes,
e les fonctions trigonométriques sinus, cosinus, tangente,

sont de classe C* sur leurs intervalles respectifs de définition.



IV. EXTENSION AUX FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES 69

v Extension aux fonctions a valeurs complexes

1 Poarties réelle et imaginaire d’'une fonction complexe

Soit f : I — C une fonction définie sur un intervalle I de R & valeurs dans C.
D’apres I'unicité de la notation algébrique des nombres complexes, pour tout réel z € I, f(x) s’écrit de maniere
unique sous la forme

f(z) = u(z) + iv(z),
ou u et v sont deux fonctions réelles définies sur I.

Définition : Les fonctions u et v sont appelées parties réelle et imaginaires de f.
On note u =Re f et v=Tmf.

Exemple : La fonction exponentielle imaginaire :

p: R —- C
t = et

est une fonction d’une variable réelle a valeur complexe. Ses parties réelle et imaginaire sont Rep = cos et
Jmp = sin

2 Continuité

Définition : Une fonction a valeurs complexes f : I — R définie sur un intervalle de R est dite continue au
point a (resp. continue sur I ) si ses parties réelles et imaginaires le sont.

Exercice : Soit o € C. On définit f, : R — C* par
pour tout € R, fu(z) = e*.
Montrez que f, est continue sur R.

3 Dérivation
Définition : Une fonction f : I — C est dite dérivable au point a € I si ses parties réelles et imaginaires u
et v le sont. En ce cas
f'(a) = '(a) +iv'(a)
est appelé le nombre?* dérivée de f en a.

Définition : Une fonction f : I — C est dite de classe C™ sur I si ses parties réelles et imaginaires u et v le
sont. Et dans ce cas,

pour tout k € {0,..,n}, pour tout x € I, f®(z) =u® (2) +iv® ().

Théoréme 3.21.— Soit o : I — C, une fonction de classe C' sur un intervalle I de R. On définit la fonction|
f:I— Cparz— e*®), Alors f est de classe C' dans T et

/ABUS
Pour tout z € R, f'(z) = (eo‘(z)) = o/ ()@

4. complexe
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Vv COMPLEMENTS : Etude de fonctions

Le plan d’étude d’une fonction est comme suit :

Ensemble de définition, ensemble d’étude

Etude de la continuité (si nécessaire)

Etude de la dérivabilité (si nécessaire)

Variations

Etude des limites aux bornes de I'ensemble de définition

[6] Tracé de la courbe représentative I';.

Domaine de définition et domaine d’étude
Domaine de définition
La fonction a étudier est construite a par opérations, a partir de fonctions usuelles. Vous en déduisez le domaine

de définition Dy de f. En général, les théoremes ” OPA” (opérations algébriques) sur les fonctions continues ou
dérivables permettent directement a la continuité et a la dérivabilité de f.

Exemple : f(z) = In[z(z — 1)] est définie et de classe C* sur | — oo, 0[U[1, +0o0].
Domaine d’étude

Lorsque f est T-périodique, on peut restreindre ’étude & un intervalle de longueur T', par exemple Dy N [0, T,
et compléter par symétrie.
Il est possible de restreindre le domaine d’étude lorsque f est paire, impaire. Plus généralement, s’il existe
a € Dy tel que Dy est symétrique par rapport a a et

> si pour tout z, f(2a —x) = f(x), alors la droite d’équation x = a est axe de symétrie de I'y. On peut

restreindre ’étude & Dy N [a, +oo[ et compléter ensuite par symétrie.

> si pour tout x, f(2a — x) = 2f(a) — f(z), alors le point A<f(a£)l> est centre de symétrie de I'y. On peut

restreindre I'étude & Dy N [a, +00[ et compléter ensuite par symétrie.

Exemple : La fonction f(z) = sin? & cos 2z est de classe C* sur R par opérations algébriques. De plus, f est
paire et m-périodique. On restreint 1’étude & [0, 7/2].

Etude de la continuité aux points particuliers
Parfois les théoremes " OPA” sur les fonctions continues ne permettent pas de conclure. Des études particulieres
sont alors nécessaires.
C’est le cas, notamment, lorsque la fonction f est définie par des expressions différentes a gauche et a droite
d’un point a.

z(l—Inz) si x>0
zln(l—1/z) si <0

En ce cas, vous revenez a la définition, ou vous utilisez les limites a droite et a gauche :

Exemple : Soit f: R — R définie par f(0) = 0, et pour tout z € R*, f(x) = {

Proposition 3.22.— si f est définie au point a.

. e lim f(x) = f(a)
Ihg;f(x) =fla) < { ., zl_l)r; fl) = f(a)

Exercice : Etudiez la continuité de la fonction définie dans I’exemple précédent.

Exercice : Etudiez la continuité de la fonction f : R — R définie par

pour tout z € R, f(z) = |z] + vz — ||



V. COMPLEMENTS : ETUDE DE FONCTIONS 71

Etude de la dérivabilité

Comme pour la continuité, la question est souvent réglée par OPA sur des fonctions dérivables. Néanmoins, une
étude particuliere est parfois nécessaire.
Pour étudier la dérivabilité en un point ¢ du domaine de définition, vous pouvez
f(x) = f(a)
T —a
o étudiez les dérivées a gauche et a droite au point a : lorsqu’elles existent et sont finies, il s’agit des limites :

et fi(a) = lim f@) - fla)

T—a~ r—a z—at r—a

e revenir a la définition et étudier la limite des taux de variations

)t 1@ 1@

g

Proposition 3.23.— S’il existe d € R tel que f,(a) = f}(a) = d, alors

f est dérivable au point a et f'(a) = d.

Vocabulaire : Si f,(a) et fj(a) evistent mais sont différentes, on dit que le graphe de [ présente un point
anguleux.

Exercice : Etudiez la dérivabilité de f(z) = /23(2 — z).

Théoreme 3.24.— Soit f : I — R une fonction continue dans I et dérivable dans I \ {a}.
m S’il existe d € R tel que lim f'(z) = d, alors f est dérivable en a et f'(a) =d
fe) -~ fla)

m Si lim f/(x) = £oo, alors;éf n’est pas dérivable en a et lim
T—a r—ra €T —a

Exercice : Etudiez la dérivabilité de f(x) = (z — 1)Arcsin.

Variations
Vous résolvez 'inéquation f’(x) > 0. Vous en déduisez, grace au Théoréme 11.26, les variations de f.

Exercice : Etudiez les variations de f(z) =z + /3z(8 — ).

Etude aux bornes

L’étude des branches infinies sert a préciser I'allure de la courbe représentative d’une fonction au voisinage des
bornes de I'intervalle. Ces bornes peuvent étre réelles ou infinies. Nous distinguons deux notions : les asymptotes
et les branches paraboliques.

Si a est une borne réelle du domaine de définition

1l s’agit de d’étudier lim f(z), ol a est une borne réelle du domaine de définition. On suppose de plus que f
n’est pas définie au p(a;i_;l[tl a.

Définition : S’il existe un nombre réel ¢ € R tel que }1_1)131 f(x) =¥, on dit que f est prolongeable par continuité

au point a.

Définition : On dit que la droite d’équation x = a est
asymptote verticale a €y si lim f = Foo0.
r—a

Exemple : La fonction In(z — 2) + x sinz admet la droite
d’équation x = 2 comme asymptote verticale.
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Si +00 est une borne du domaine de définition

Asymptote horizontale

Définition : On dit que la droite d’équation y = { est
asymptote horizontale en +oco a €y si lir_‘{l flz)=¢.
r—r+00

On dit que la droite d’équation y = { est asymptote ho-
rizontale en —oo ¢ €5 si lim f(z) = L.
T——00

Exemple : La fonction 5 — exp(—z + /32 + 1) admet la
droite d’équation y = 5 comme asymptote horizontale en
+o00.

Asymptote oblique

Définition : On dit que la droite d’équation y = a x + b
(a € R*, b € R) est asymptote oblique en +oco a4 €y si
lim (f(z) —az —b) =0.

T —+00

On dit que la droite d’équationy=a x+b (€R* etbeR)
est asymptote oblique en —co a6y si lim (f(z)—ax—

T—r—00

b) = 0.

Ezemple : La fonction 2+ 3 24 5z%(z—2) exp(—z) admet
la droite d’équation y = 2 4 % x comme asymptote oblique
en +oo.

Branche parabolique de direction (Ox)

Définition : On dit que €5 présente une branche parabo-
lique de direction asymptotique (Ox) en +0o si :

e lim f(x)= +oo.

T—+00
e lim M

r—+o0 xX

=0

Exemple : La fonction In x4+ +/2 x — 1 présente une branche
parabolique de direction asymptotique (Ox) en +oc.

Branche parabolique de direction (Oy)

Définition : On dit que €5 présente une branche parabo-
lique de direction asymptotique (Oy) en +oo si :

o lim f(x)=+o0.

T—+00
e lim @ = Fo00
r—+o00 X

Exemple : La fonction 1 — /7 + % présente une branche
parabolique de direction asymptotique (Oy) en +oo.
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Branche parabolique de direction la droite d’équation y = ax

Définition : On dit que € présente une branche parabo-
lique de direction asymptotique la droite d’équation
Yy = ax en 400 Si :
e lim M =
T—+o0 T

. IEToof(x) —ax = £00

Exemple : Le graphe de la fonction 3 + 2x — 2 présente
une branche parabolique de direction asymptotique la
droite d’équation y = %m en +o00.

Recherche des branches infinies

Pour I’étude des branches infinies, pensez avant tout a utiliser les définitions, car I’énoncé vous guide souvent.
Si ce n’est pas le cas, vous procédez de la manieére suivante :

e Au voisinage d’un point a € I (une borne réelle de 'intervalle) :
~ si lim f(x) = £o00, la droite d’équation = = a est asymptote verticale.
r—a
e Au voisinage d’une borne infinie de l'intervalle, par exemple +oo :

~ Si ET f(z) =1 € R, la droite d’équation y = ¢ est asymptote horizontale.
x oo

e Si lim f(xz) = %00, il faut poursuivre lanalyse ...

r—+o0
v Si lir+n @ =0, la courbe présente une branche parabolique de direction asymptotique (Ox)
T—r+00 T
v Si 11111 @ = 400, la courbe présente une branche parabolique de direction asymptotique (Oy)
Tr—r+00 €T
A f(z) _ x i ) .
e Si lim ——= =a € R7, il faut poursuivre l'analyse ...

rx—+o0 I
v Si lir_‘r_l f(z) —ax = £oo, la courbe présente une branche parabolique de direction asymptotique
Tr—r+00
la droite d’équation y = ax

~ Si lir+n f(x) —ax =b € R, la droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe.
T—+00

Exercice : Recherchez les asymptotes obliques des courbes d’équations
1. y=Va2+3zx+2
2. y=In(3+shz)

Tracé de la courbe
La figure doit comporter les tangentes horizontales, les tangentes particulieres, les asymptotes.

Exercices

Exercice : Etudiez et représentez
1. f(z)=Va2?2 +3z—4

2. f(z) =sin®z + cosz.

3. f(z)=z+1In(l+e€").
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