Chapitre ]. O

Fonctions continues sur un
intervalle
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238 CHAPITRE 10. FONCTIONS CONTINUES SUR UN INTERVALLE

> étudier la continuité d’une fonction définie par opération algébrique, ou compo-
sition
> savoir utiliser les théoremes fondamentaux :
m théoreme des valeurs intermédiaires
m théoreme de la bijection

m image d’un segment par une fonction continue

OBJECTIFS

Introduction

Apres avoir étudié les propriétés générales des fonctions possédant des limites (Chapitre 8) !, nous abordons
I’étude des fonctions qui ont la propriété naturelle de posséder une limite en chaque point de leur intervalle de
définition I. Ces fonctions, dites continues sur I, vérifient des propriétés fondamentales qui sont démontrées
dans la troisieme partie du chapitre.

| Continuité en un point

1 Définition

Définition : Soit f : I — R et a € I. On dit que f est continue au point a si f admet f(a) comme limite au
point a, c’est-a-dire si

lim /(2) = /(a).

r—a

Traduisons la notion de limite finie en un point fini pour obtenir :

Corollaire 10.1.— Soit f: I — R et a € I, f est continue en a si (et seulement si) :

(Ve >0), (3> 0); (Vz € I)(|e —al <n = |f(z) - fla)| <e).

Remarque : comme nous l'avons vu au Chapitre 15, a étant élément de I, si f possede une limite au point a,
alors nécessairement cette limite est f(a). Nous pouvons donc traduire la continuité de f au point a par :
f est continue au point a si et seulement si f posseéde une limite au point a.

2 Continuité a droite et a gauche

Définition : continuité a droite et a gauche
Soit f:1—>Retacl.

e On dit que f est continue & gauche en a si lim f(z) = f(a).
r—a—

* On dit que f est continue & droite en a si lim f(z) = f(a).
Tr—a

Remarque : bien entendu, la notion de continuité & gauche par exemple n’a de sens que lorsque I NJ] — oo, af
est non vide. ©

Exemple : la fonction x +— |z] est continue & droite en 0 mais elle n’est pas continue & gauche en ce point.

En pratique : les notions de continuité a gauche et a droite sont tres utilisées dans la pratique, car elles peuvent
servir a caractériser les fonctions continues en un point a € I, notamment pour les fonctions qui sont définies
par des expressions différentes sur deux sous-intervalles. Plus précisément :

1. et les théorémes d’existence de limites
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Théoreme 10.2.— Soit f: I - Ret a € I.

o
» Sia €], alors f est continue en a ssi f est continue a gauche et a droite en a.
» Si a=max([), alors f est continue en a ssi f est continue & gauche en a.

» Sia=min(/), alors f est continue en a ssi f est continue a droite en a.

Démonstration Vv
11 s’agit d’une application directe du théoréme des 3 paquets (Proposition 8.3). A

Exemple : Etudions la continuité en 0 de la fonction définie par

M sixz >0

1+sin(2?) siz <0

Remarque : Une fonction qui admet au point a des limites a gauche et a droite différentes n’est donc pas
continue au point a. Mais ce n’est pas le seul cas de fonction discontinue au point a. Il se peut aussi que f ne

posséde pas de limite & droite ni/ou & gauche.
Vocabulaire :

w dans le premier cas, on dit que f présente une discontinuité de 1% espéce.
m dans le deuziéme cas, on dit que f posséde une discontinuité de 2™ espéce.

lllustration :

discontinuité de premiére espéce discontinuité de deuxieme espéce

AR
WAL T[NV,

o
Remarque : si f : I — R une fonction monotone, et a €], f ne peut pas avoir de discontinuité de
deuxiéme espéce au point a.
En effet, d’apres le Théoréeme 8.18, f possede des limites a gauche et a droite au point a. ©

Exercice : On considere la fonction f : R — R définie par
VeeR, f(z)=|z]+Vz— |z
Montrez que f est continue sur R

3 Propriétés fondamentales des fonctions continues en un point
3.a Les fonctions continues sont localement bornées

Théoreme 10.3.— Soit f: I - Ret a € I.

Si f est continue au point a, alors f est bornée au voisinage de a.

Remarque : la réciproque est fausse!!

Démonstration Vv
C’est un corollaire immédiat de la Proposition 8.8. A
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3.b Principe de prolongement des inégalités

Théoreme 10.4.— Principe de prolongement des inégalités
Soit f,g: I — R, a € I. On suppose que f et g sont continues au point a.

Si f(a) < g(a), alors il existe un voisinage V de a dans I tel que Vz € V, f(z) < g(z)

Commentaires : cet énoncé est optimal dans le sens que si f(a) < g(a), on ne peut rien dire du signe de la
fonction f — g au voisinage de a comme le montre ’exemple des fonctions z et 22 au voisinage de 0.

Exemple : Soit f: I — R. Si f est continue en un point a € I et vérifie f(a) # 0. Alors dans un voisinage de a
dans I, f(z) # 0. En particulier la fonction 1/f est définie au voisinage de a.

Démonstration Vv
C’est une conséquence immédiate de la proposition limite et inégalités (Proposition 8.9). A

3.c Caractérisation séquentielle de la continuité

Théoreme 10.5.— Caractérisation séquentielle de la continuité —. Soit f € I — Ret a € I.

[ est continue en a ssi (V(zy) € IN) , ( lim z, =a= lim f(z,)= f(a)) .

n—-—+oo n—-+oo

Commentaires : en clair, 'image par f de toute suite (z,,) convergente vers a est une suite convergente vers

f(a).
Démonstration V
C’est un corollaire immédiat du Théoreme 8.5. A

3.d La continuité est une propriété locale

Pour conclure ce paragraphe, remarquons que la notion de continuité d’une application f au point a est une
notion locale, c’est-a-dire qu’elle ne dépend pas des valeurs de la fonction sur son intervalle de définition I, mais
seulement des valeurs prises par f au voisinage de a. Plus précisément :

Proposition 10.6.— Soit (f,g) : I = R x Z(I,R) et a € I. On suppose qu’il existe un voisinage V de a dans
I tel que :
Ve eV, f(z) = g(x).

Alors f est continue au point a si et seulement si g est continue au point a.

Démonstration Vv
Supposons f continue au point a. On montre que g est continue au point a.
Par hypothese, il existe n1 > 0 tel que
(Vzel), (lz—al<m= f(z)=g)) (10.1)
Soit € > 0 fixé. Comme par hypotheése f continue au point a, il existe 12 > 0 tel que
(Vzel), (lz—al<n=|f(z)-fla)<e) (10.2)

Posons 7 = min{n1,n2}. Soit alors z € I tel que |z — a| < n. D’apres (10.1) et (10.2), nous avons

lg(z) — g(a)| <e.
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4 QOpérations sur les fonctions continues en un point

4.a Opérations algébriques

On déduit immédiatement des propriétés des fonctions possédant une limite, le :

Théoreme 10.7.— Opérations algébriques sur les fonctions continues en a
Soit f, g : I — R deux fonctions réelles définies sur I, a € I et A € R un nombre réel.

m Si f est continue au point a, alors Af est continue au point a .

1
m Si f est continue au point a et f(a) # 0, alors — est continue au point a.

f

m Si f et g sont continues au point a, alors f + g est continue au point a.

m Si f et g sont continues au point a, alors f X g est continue au point a.

Démonstration V
C’est I'occasion de relire la preuve du Théoréeme 8.11. A

4.b Maximum et minimum de fonctions continues

Proposition 10.8.— Soit f,g: I — R deux fonctions réelles définies sur I, a € I. Alors
m Si f est continue au point a, alors |f| est continue au point a.
m Si f et g sont continues au point a, alors max(f,g) est continue au point a.

m Si f et g sont continues au point a, alors min(f, g) est continue au point a.

Démonstration Vv
La continuité de |f| découle directement du Théoréme 8.11. Montrons les deux dernitres assertions.
Notons pour alléger M = max(f, g) et m = min(f, g). Ainsi, pour tout point = € I on a

f@)+g(x) = m(x)+ M(x)
lf(z) +g(x)] = M(z)—m(z)
I1 en résulte que
m o~ Utg ; lf — gl
M = W
Le résultat en découle par OPA. A

4.c Composition des fonctions continues en un point

Proposition 10.9.— Soit f: I > Retg:J >R, acletbe J.
On suppose que f(I) C J et que b = f(a).

. o est continue en a .
Si f . alors g o f est continue en a.
e g est continue en b
Démonstration Vv
C’est un corollaire immédiat de la Proposition 8.12. A

5 Prolongement par continuité

Etant donnée une fonction, il est toujours possible de la prolonger, et ce de plusieurs manieres. La question qui
anime ce paragraphe est de savoir a quelle condition une fonction continue peut étre prolongée en une fonction
continue.
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Proposition-Définition 10.10.— Soit I un intervalle, a € I. Une fonction f\ {a} : I — R est dite prolongeable
par continuité en a si f admet une limite finie en a, i.e. s’il existe £ € R tel que lim zaf(z) = /.
~ r—ra
En ce cas, la fonction f = I — R définie par :
sy | flx) siz#a

Vze],f(x)—{g siz=a
est continue en a.
Vocabulaire : f s’appelle le prolongement par continuité de f en a.
Démonstration Vv
Pour démontrer que la fonction f est continue en a, on utilise le théoréeme des 3 paquets. A

En pratique : pour étudier 'existence d’un prolongement par conitnuité au point a, vous étudiez lim f(x)
#
r—a

1
T

Exercice : . .
ercice Graphe de la fonction z +— z sin

Soit f : R* — R la fonction définie pour tout
1
x # 0 par f(x) = xsin —.
x
Démontrez que f est prolongeable par conti-
nuité au point 0.

04
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1 Continuité globale

1 Définition, exemples

Définition : Soit f : I — R. On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point a de I.
Notation : On désigne par C(I,R) ou C°(I, R)’ensemble des fonctions continues sur I.

Exemples : dans le Chapitre 8, nous avons en fait montré que :

e Les polynomes et les fractions rationnelles sont continues sur leurs intervalles de définition.

e Les fonctions trigonométriques sin, cos, tan sont continues sur leurs intervalles de définition.

e La fonction exponentielle est continue sur R.

e La fonction logarithme est continue sur R,

e Les fonctions puissances sont continues sur R™.

2 Opérations sur les fonctions continues
2.a Opérations algébriques

On déduit du Théoreme 10.7 le :

Théoreme 10.11.— Opérations algébriques sur les fonctions continues
Soit f,g : I — R deux fonctions réelles définies sur I et A € R un nombre réel.

m Si f est continue sur I, alors |f| est continue sur [ .

m Si f est continue sur I, alors \f est continue sur [ .
1
m Si f est continue sur I et ne s’y annule pas, alors ? est continue sur I.

m Si f et g sont continues sur I, alors f + g est continue sur I.

m Si f et g sont continues sur I, alors f X g est continue sur I.

Remarque : en combinant les deux premiers résultats, on vérifie que C°(I,R) est stable par combinaisons
linéaires. On dit que c’est un sous-espace vectoriel de .#(I,R).

Démonstration Vv
1. Soit a € I fixé. Par hypothése, f est continue (sur I donc en particulier) au point a. D’apres le Théoréme 10.7, il
s’ensuit que Af est continue au point a.
Nous avons démontré que Va € I, A\f est continue au point a. Par définition, cela signifie que Af est continue sur I.
2. 3. ... se déduit du Théoreme 10.7 par la méme méthode que ci-dessus. A

2.b Maximum et minimum de fonctions continues

Proposition 10.12.— Soit f, g : I — R deux fonctions réelles définies sur I. Alors
m Si f est continue sur I, alors |f]| est continue sur I.
m Si f et g sont continues sur I, alors max(f, g) est continue sur I.

m Si f et g sont continues sur I, alors min(f, g) est continue sur I.

2.c Composée des fonctions continues

En ce qui concerne la composée d’applications continues, nous déduisons de la Proposition 8.12 le résultat
essentiel qui suit :

Théoréeme 10.13.— Composée de deux fonctions continues —. Soit f € C°(I,R) et g € C°(J,R) deux
fonctions continues. On suppose que f(I) C J. Alors

La fonction composée h = g o f est continue sur I.
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. 3/2
1+ sin® -1
Exercice : Soit & la fonction définie sur R™ par h(z) = z (1 — (Inxz)?) + (1+sin ;j) .
Vérifiez que h € CO(R™, R).

Solution Vv

Sur R, les fonctions x + Inx et x +— x sont continues, donc par opérations algébriques, la fonction x + x (1 — (In J})2)
est continue sur RT*.

Sur R™™, la fonction z +— 1+ sin® = est continue 3 valeurs dans R**. Comme de plus la fonction t — t3/? — 1 est continue sur
R™**, il en résulte par composition que x (1 + sin® :1:)3/2 — 1 est aussi continue sur R+%. D’autre part, la fraction rationnelle

(1 + sin? x)3/2 -1

xT

x +— — est bien définie et donc continue sur R™*. Par opérations algébriques, j'en déduis que x

est
2 2
continue sur RT*.
Ainsi, h est continue sur RY* comme somme de deux fonctions continues sur RT*. A

2.d Restriction d’une fonction continue

Proposition 10.14.— Soit I un intervalle (non trivial) de R, J un sous-intervalle non trivial de 12 et f €
CO(1,R) une fonction continue sur 1.

La restriction f|; de f & J est une fonction continue sur J.

Démonstration V

Soit j : J < I I'injection canonique de J dans I, définie par (Vz € J) j(z) = z.

11 est clair que j est continue sur J. Comme f est continue sur I et f|; = foj, il résulte du Théoréme 10.13 que f|; est
continue sur J. A
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11 Les résultats fondamentaux

Dans cette partie, nous démontrerons trois résultats fondamentaux de I’Analyse. Ces résultats peuvent s’énoncer
en terme d’image directe d’un intervalle par une application continue.

Rappelons tout d’abord, que d’apres le Théoreme 7.4, les intervalles de R sont caractérisés par la propriété
suivante :

(VA€ 2(R)) A estun intervalle ssi (V(a1,az) € R2) ((a1,a2) € A* = [a1,as] C A).
Le premier résultat montre que I'image par une fonction continue d’un intervalle est un intervalle.

Mais en général, une application continue ne préserve pas le type de l'intervalle :
Par exemple, la fonction sin est continue de 'intervalle ouvert non magjoré )0, +oo[ sur 'intervalle fermé borné
[—1,1]. En fait, on peut construire des exemples de toutes sortes.

Le deuxieme paragraphe est consacré a 1’étude des images des intervalles par une application continue et
strictement monotone. Vous y étes désormais habitués, la relation d’ordre® joue un role tellement fonda-
mental en analyse réelle que nous sommes en droit d’attendre des résultats spectaculaires dans ce contexte!

Dans le troisieme paragraphe, nous étudions le cas tres particulier des fonctions continues sur un segment. Nous
montrons que 'image par une application continue d’un segment est un segment.

Finalement, nous établissons dans le dernier paragraphe le Théoreme de Heine qui assure qu’'une fonction
continue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

1 Image continue d’un intervalle

Comme annoncé en introduction, le but de ce paragraphe est d’établir le résultat fondamental suivant :

Théoreme 10.15.— Image continue d’un intervalle

Soit f: I — R une application continue. L’'image de I par f est un intervalle de R

Remarque : Comme corollaire, il s’ensuit que 'image par f de tout sous-intervalle de I est encore un intervalle.
En effet, si J C I est un sous-intervalle de I, il suffit d’appliquer le Théoréme 10.15 & la restriction? f|; de f
aJ.

lllustration : L’image continue d’un intervalle est un intervalle

3. et en particulier la Propriété de la Borne Supérieure
4. qui est continue d’apres la Proposition 10.14
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Pour démontrer le Théoréme 10.15, nous allons procéder par étapes. Le premier résultat que nous démontrons
est une version tres utile en pratique de ce résultat fondamental.

Théoréme 10.16.— Soit f : I — R une application continue sur I. Soit (a,b) € I? tel que a < b.

Si f(a) x f(b) <0 alors il existe un élément ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

Commentaires : en clair, si une fonction continue sur [a, b] change de signe, elle doit s’annuler !

En pratique : ce théoreme se révele particulierement efficace pour la résolution dans un intervalle I des
équations du type f(x) =0, ot f est une fonction continue sur I. En effet, si f est une fonction de I vers R.
Supposez que a,b soient éléments de I vérifiant : f(a) x f(b) < 0. Alors I’équation

fl)=0
possede (au moins) une solution dans [a, b].
Exercice : Soit P : R — R une fonction polynomiale de degré impair.
1. Montrez sans utiliser le Théoreme fondamental de I'algébre que P possede (au moins) une racine réelle.
2. Montrez en utilisant le Théoreme fondamental de I'algébre que P posséde (au moins) une racine réelle.

Une démonstration possible du théoreme 10.16 repose directement sur le Théoréme de la borne supérieure et
vous est proposée en exo ci-dessous. La démonstration que je donne ici repose sur la construction —déja évoquée
au Chapitre 7— de suites adjacentes par dichotomie :
Principe de la démonstration
Supposons pour fixer les idées, que f(a) < 0 et f(b) > 0 : je cherche ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.
Posons m = “T“’ Deux cas se présentent :
1. i f(m) <0, je pose a1 =m, by = b de sorte que f(a1) <0, f(b1) > 0.
2. si f(m) >0, je pose a1 = a, by = m de sorte que f(a1) <0, f(b1) >0
Bilan : Dans les deux cas, la fonction f| est continue sur Iintervalle [a1,b1] et change de signe aux

bornes. Nous retrouvons donc les conditions initiales... et on ne voit pas bien l'intérét de diviser
Iintervalle initial ! C’est ici que nous avons besoin d’une

Idée géniale! si le théoréeme est vrai pour toute fonction continue sur un intervalle, il doit étre
vérifié sur Pintervalle [a1, b1]. Par conséquent, il doit exister ¢ € [a1,b1] tel que f(c) = 0. L’intérét
\ de la manipulation apparait alors plus clair : plutét que de chercher une solution de 1’équation
f(z) = 0 dans [a,b] , nous pouvons chercher une solution sur lintervalle deux fois plus petit
[a1,b1]! Intuitivement, le domaine de recherche étant deuz fois plus petit, nos chances de trouver
une solution sont donc doublées!! ©

Ly}

L’apparition des suites adjacentes : on répete le procédé de division d’intervalles décrit
ci-dessus : nous obtenons ainsi une suite d’intervalles [an, bn] de longueur de plus en plus petite
(on divise par deux a chaque fois) sur lesquels f est continue et change de signe. La démonstration
montre que les suites (an) et (bn) sont adjacentes. Elles sont donc convergentes et de méme limite c.

L’hypothése de continuité : comme f est continue, la caractérisation séquentielle de la continuité
montre que les suites (f(an)) et (f(bn)) sont convergentes de limite commune f(c). Par passage &
la limite dans une inégalité, on en déduit finalement que f(c) = 0. ©
Fin du principe de la démonstration
Démonstration Vv
Supposons sans perte de généralité que f(a)le0 et f(b) > 0. On construit par récurrence des suites (an) € I™ et (by) € TV
telles que pour tout entier naturel n € N :

L4 aoﬁ"'ﬁan,bOZ“'an

(Cn) o by, —ap = i 2_nao

e f(an) <0, f(bn) >0
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Initialisation : posons ap = a et by = b de sorte que f(ap) < 0 et f(bo) > 0.

Hérédité : Soit n € N. Supposons construits ao, ..., an,bo, ..., b, vérifiant les trois e ci-dessus. Considérons le milieu
an + bn
2

Cn = du segment [an, by]. Deux cas se présentent :

» Si f(cn) <0, je pose ant1 = cn €t b1 = by de sorte que
® ap < < an < ant1, bo >0 > by = b
an —bn _ ao—bo
2 2n+1
o flant1) = flen) <0, f(bnt1) = f(bn) 20

» Sinon, f(cn) > 0, je pose ant1 = an et bpy1 = ¢, de sorte que

o bn+1 — An41 =

0 a0 < < an=anst, bo > > bp > bogi.
an—bn o CLo—bo
2 2ntl
® flant1) = flan) <O, f(bny1) = f(cn) 20
» Dans les deux cas, nous avons construit a,+1 et b,+1 de sorte que
e ao < < ap < ant1, bo > > by > bpga.
ao — bo
A
o flant1) <O, f(bny1) 20
Conclusion : par récurrence, nous avons construit deux suites (an) et (by) telles que la suite (ay) est croissante, la suite
(bn) est décroissante, b, —an =27"(b—a) et

vn €N, f(an) <0et f(bp) >0

L4 bn+l — Qn41 =

L4 bn+1 — Gn+1 =

Par conséquent, les suites (an) et (by) sont adjacentes. Le théoréme de convergence des suites adjacentes, permet d’affirmer
que les suites (an) et (bn) sont convergentes et de méme limite. Appelons ¢ € [a, b] leur limite commune.

Comme f est continue sur I, elle est en particulier continue au point ¢ € I. Par la caractérisation séquentielle de la
continuité (Théoréme 8.5) il en résulte que les suites (f(an)) et (f(bn)) sont toutes deux convergentes de limites f(c).
De plus Vn € N, f(an) <0 et f(bn) > 0. On en déduit en passant a la limite quand n tend vers +o0o dans ces inégalités
que f(c) =0. A

Exercice : Une autre démonstration du Théoréeme 10.16 :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) <0 et f(b) > 0.
On note A = {z € [a,b]; f(z) <0}

1. Montrez que A possede une borne supérieure ¢

2.  Démontrez en raisonnant par l’absurde que f(c) = 0.

Nous pouvons en déduire le célébre

Théoreme 10.17.— Théoreme des valeurs intermédiaires
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R. Pour tout couple (a,b) € I? d’éléments de I, f
atteint toute valeur 7 intermédiaire entre f(a) et f(b), c’est-a-dire :

(V(a,b) €2 Ve R), (’ye [f(a), f®)] = Feel, f(c) :’y.)

Remarque : La démonstration de ce Théoréme montre en réalité que la solution ¢ de I'équation f(z) = 0 est
comprise entre a et b. Il n’est cependant pas nécessaire de modifier de quelque maniere 1’énoncé de ce théoreme.
11 suffit de Pappliquer & lintervalle I = [a, b]!

Démonstration Vv

Soit (a,b) € I*. On peut supposer sans perte de généralité que f(a) < f(b)°. Fixons v € [f(a), f(b)].

Introduisons alors la fonction g : I — R définie par

Ve el, g(z) = f(z) — .

D’apres les propriétés algébriques des fonctions continues, la fonction g est continue sur I. De plus g(a) < 0 et g(b) > 0.
D’apres le Théoreme 10.16, il existe donc ¢ € I tel que g(c) = 0. C’est-a-dire f(c) = . A

5. Sinon [f(a), f(b)] = 0 et il n’y a rien & démontrer !
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A présent, la preuve du Théoreme 10.15 est aisée.

Démonstration du Théoreme 10.15 v

Soit I un intervalle de R. Montrons que f(I) est un intervalle. Pour cela, nous utilisons le Théoréme 7.4 : donnons-nous
deux points y et 3’ de I'image f(I) de I par f, tels que y < y'. Il s’agit de prouver que [y,y’] est entierement contenu
dans f(I).

Par définition puisque y et y’ sont éléments de f(I), il existe (au moins) deux points x et ' dans I tels que y = f(z) et
y' = f(y). Il suffit alors d’appliquer le Théoréme 10.17 :

Soit v € [y,y'], il existe ¢ € I tel que v = f(c). Par définition cela signifie que v € f(I). A

Exercice : Que dire de la réciproque du Théoreme 10.157 Elle est fausse!
1. Donnez un exemple de fonction f : I — R non continue sur I telle que f(I) soit un intervalle.

2.  Donnez un exemple de fonction f : I — R non continue sur I telle que 'image par f de tout sous-
intervalle de I soit un intervalle.

Solution Vv
En images :

un contre-exemple pour le 1. un contre-exemple pour le 2.

if A I /A
Y

A

Exercice : Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I. On suppose que f ne s’annule pas sur I.
Démontrez que

e ou bien f >0, i.e. Vz €I, f(z) >0,
e oubien f <0, i.e. Vx € I, f(z) <O0.

2 Théoreme de la bijection
2.a Continuité et monotonie
La démonstration du Théoreme 10.15 qui repose sur la construction de suites adjacentes , montre une fois de

plus, I'importance de la relation d’ordre en analyse réelle. En conséquence, les fonctions monotones® sont en
quelque sorte des fonctions idéales, puisqu’elles sont les fonctions compatibles avec la relation d’ordre.

Pour les questions de continuité, elles se comportent localement aussi bien qu’on peut ’espérer, puisqu’elles
ne peuvent présenter que des discontinuités de premiere espece. Du point de vue global, elles sont tout aussi

exceptionnelles :
D’apres le Théoreme 10.15, 'image par une fonction continue d’un intervalle est un intervalle. Comme nous
I’avons vu en exercice a la fin du paragraphe précédent, la réciproque est fausse ... en général!

Théoreme 10.18.— continuité globale des fonctions monotones
Soit f : I — R une fonction monotone. Alors

f est continue sur I si et seulement si f(I) est un intervalle.

6. tout comme les suites monotones dans le Chapitre 6



ll. LES RESULTATS FONDAMENTAUX 249

Commentaires : si ce théoreme vous parait théorique et de peu d’utilité dans la pratique, regardez plutot
I’exercice qui suit :

Exercice : Démontrez en une ligne”, la continuité des fonctions  + e®, x — Inz, x > §/z sur leurs intervalles
de définition respectifs . .. Spectaculaire, non ?

Démonstration Vv

D’apres le Théoreme 10.15, la condition est nécessaire.

Montrons que la condition est suffisante :

Soit donc f une application monotone sur I telle que f(I) soit un intervalle. Pour fizer les idées, supposons que f soit
croissante sur I. On montre que f est continue sur I. Soit a € I, il s’agit de prouver que f est continue au point a. Pour
cela, j'utilise évidemment la continuité a gauche et a droite car je sais, d’apres le Théoréme 8.18 et 8.17 que ces limites
existent pour toute fonction monotone sur I.

Il y a deux cas :

o
» soit a €]

> SOitaGI\IO

Traitons par exemple le cas a G;. Démontrons par ’absurde que f est continue en a. Supposons au contraire que
f soit discontinue au point a. La fonction f étant croissante, elle possede des limites & gauche et a droite au point a.
Notons f(a~) et f(a™) ces limites. Comme f est discontinue au point a, NON(f(a®) = f(a) et f(a™) = f(a)).

Je suppose® que f(a™) # f(a). D’apres le Théoréme 8.18, je sais que f(a™) < f(a), par conséquent, mon hypothese se
traduit par f(a”) < f(a), c’est-a-dire encore |f(a™), f(a)[# 0.

Soit donc v €]f(a™), f(a)].

Comme a €], il existe (a, 8) € I tels que a@ < a < B. On obtient alors une contradiction en procédant de la maniere
suivante.

m D’une part, comme f est croissante, f(a) < f(a™) < f(a) < f(B). Par conséquent, v € [f(«), f(B)]. Or, f(a), f(B)
sont éléments de f(I). Comme par hypothése f(I) est un intervalle il en résulte que le segment [f(«), f(3)] est
entierement contenu dans f(I). En particulier,

v e (D). (10.3)
m D’autre part, montrons que pour tout z € I, f(x) # ~y. En effet, soit z € I. Il y a trois cas :
» Siz < a, alors par le Théoreme 8.18 f(z) < f(a™). En particulier f(z) < ~.
» Siz =a, alors f(z) # v car v €]f(a”), f(a)].
» Siz > a, comme f est croissante, il s’ensuit que f(x) > f(a) > 7. En particulier f(x) # .
Finalement, nous avons démontré que

Ve €1, f(z) #1. (10.4)

Ainsi, nous avons (10.3) et (10.4), ce qui est absurde.

Le cas ol a est une extrémité de I se traite de maniere tout a fait analogue ... je vous le laisse en exercice. A

2.b Continuité et stricte monotonie

Nous avons démontré dans le paragraphe Continuité globale que la continuité des fonctions est preservée par
opérations algébriques ainsi que par composition. Mais il existe un autre procédé permettant de construire de
nouvelles fonctions : il s’agit de ’application réciproque d’une fonction bijective.

L’objet de ce paragraphe est de savoir si ’application réciproque d’une fonction bijective et continue est auto-
matiquement continue. Il s’agit du fameuz

7. la méme pour toutes les fonctions proposées!
8. sans perte de généralité
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Théoreme 10.19.— Théoreme de la bijection
Soit I un intervalle de R et f une application continue et strictement monotone sur 7. Alors

f réalise une bijection de I sur son image f(I).

Plus précisément,

m f(I) est un intervalle, noté J
m f: ] — J est une bijection de I sur J,
m f~!:J — I est strictement monotone, de méme monotonie que f.

m f~!':J — I est continue de J sur I.

En pratique : on peut méme prédire le type de l'intervalle J connaissant celui de I et la monotonie de f.

Comme J = f(I), il s’ensuit que j:] irllf fysup f].
I

En ce qui concerne les extrémités de J, le Théoréme 8.17 nous apprend que les bornes sup f et iI}f f sont les
I

limites de f aux bornes de I. Nous en déduisons le tableau suivant :

I =a,b) I =]a, b] I=1la,b] I =]a, b]
F oL HD) =1fa), fO)] | F(I) =llim f(=), f()] | F(I) = [f(a),lim f[ | f(I) =]lim f,lim f[
N A =1f0), f@)] | fUT) =[f0),lim f[ | f(I) =]lim f, f(a)] | f(I) =]lim f,lim f[

Démonstration V

D’apres le Théoréme des valeurs intermédiaires, f étant continue sur Uintervalle I, f(I) est un intervalle.

f I — J est surjective par construction de J. De plus f est strictement croissante, donc d’apres la Proposition
3.5, elle est aussi injective. En conclusion f: I — J est bijective.

3.  Soit donc f~' : J — I la bijection réciproque de f. D’aprés le Corollaire 3.6, f~! est strictement monotone de
méme monotonie que f.

4.  Enfin, par le Théoréme 10.18, f~! est continue car f~'(J) = I est un intervalle.

Exercice : Soit f : [1,+0c0[— R la fonction rationnelle définie par

2 22
Vz € [1,+o0[, T) = .
Lol (@) =
1. Démontrez que f réalise une bijection de [1,+oo[ sur un intervalle J que vous expliciterez.

Soit g : J — [1, 4+o0o[ Papplication réciproque de f. Dressez le tableau de variation de g en précisant les
limites de g aux bornes de J.

3. Etudiez la limite lim M
r——+o0 xX
Solution Vv
1.  f est une fraction rationnelle définie sur [1,+oc]. Elle est donc continue et méme dérivable sur [1, +oo[. Comme de plus
2
flx)=2— ) > 0, f est strictement croissante sur [1,+oo].

D’aprés le Théoreme de la bijection, f étant strictement monotone et continue, elle réalise une bijection de I sur
son image J = f([1,+oo[). De plus, comme f est croissante, nous avons f([1,+oo[) = [f(1), lilil f(z)], c'est-a-dire
r— oo

J =1, 400l
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2. Soit g : [1,400[— [1,400[ I'application réciproque de f. g est strictement croissante et bijective de [1,+o00] dans
lui-méme. Par conséquent, d’aprés le Théoréeme de la bijection g(1) =1 et . liIJP g(t) = +o0.
—+o0

3. lim f(=z) = 2. Comme lim g(t) = +o0, j'en déduis par changement de variable que
z—+o00 T t—4oo
fog(t) _
t—+oo  g(t)

Comme f o g = Id, c'est-dire que . lim 2.
—

o
+oo g(t)
2.c Application réciproque d’une fonction continue

Comme conséquence du Théoréeme de la bijection, nous démontrons

Théoreme 10.20.— Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I de R.
On suppose que f réalise une bijection de l'intervalle I de R sur J. Alors

L’application réciproque f~':.J — I de f est continue sur .J.

Commentaires : en clair, 'application réciproque d’une fonction bijective et continue sur un intervalle de R
est automatiquement continue.

Lorsque I'application f est strictement monotone sur I, ceci résulte immédiatement du Théoreme de la bijection.
Ainsi, la démonstration du Théoréme 10.20 se ramene a prouver le :

Lemme 10.21.— Soit f : I — J une fonction bijective et continue sur I. Alors f est strictement monotone.

Démonstration vV ) ) . o
L’idée de la démonstration est de raisonner par 1’absurde. Supposons que f ne soit ni strictement

croissante, ni strictement décroissante.
L}

" Il existe alors (z,y,2) € I® tels que z < y < z mais tels que f(y) €]f(x), f(2)[U)f(2), f(x)[.

Comme f est injective, I'un de ces deux intervalles est non vide. Pour fixer les idées, supposons que
f(z) < f(z). Deux cas se présentent, soit f(y) < f(x), soit f(y) > f(2). Supposons par exemple

que que f(y) > f(2).
Nous avons donc

r<y<z et f(z)<f(z)<[f(y)

Considérons alors la restriction f| de f a l'intervalle [z,y]. Posons v = f(z). Par hypotheése v €]f(z), f(y)[. D’apres le
Théoréme des valeurs intermédiaires, il en résulte l'existence d’un ¢ €]z, y[ tel que f(c) =7. Comme z < ¢ < y < z, en
particulier ¢ # z et pourtant f(c) = f(z), ce qui contredit injectivité de f. A

Remarque : le Théoreme 10.20 ne possede pas d’analogue pour les fonctions qui ne sont pas définies sur un
intervalle, ainsi que le montre I’exemple suivant :

Exemple : La fonction f : [0,1[U[2,3] — [0, 2] définie par

Vo e [0,1[U[2,3], f(z) = { 2 (\f_ - o {g:é][

est bijective, continue mais son application réciproque n’est pas continue.

3 Image continue d’un segment

D’aprés le Théoreme 10.15, I'image par une fonction continue d’un intervalle. L’objectif de ce paragraphe est
de démontrer que I'image par une fonction continue d’un segment est un segment. Plus précisément, nous allons
prouver le

9. faites un dessin!
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Théoreme 10.22.— Image continue d’un segment
Soit (a,b) € R? tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction continue. Alors

f([a,b]) est un segment.

Commentaires : ce théoreme, qui semble peut-étre tres théorique est en réalité un outil fondamental pour
I’étude des problemes d’optimisation : c’est-a-dire pour trouver le minimum ou le maximum d’une fonction

continue 10,

lllustration : L’image continue d’un segment est un segment

T

Comme pour le Théoreme 10.15, la démonstration du Théoreme 10.22 se fera en plusieurs étapes. Nous
démontrons le

Théoréme 10.23.— Soit (a,b) € R? tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b]. Alors

f([a,b]) est une partie bornée de R.

Commentaires : en clair, cela signifie que si f est continue sur le segment [a, ], alors les bornes infl, ) f et
supj, ;) f sont réelles.

Remarque : Ce résultat est a rapprocher du Théoreme 10.3. En effet, si f : I — R est une fonction continue
sur I, d’apres le Théoreme 10.3, nous savons qu’elle est localement bornée, i.e. bornée au voisinage de chaque
point de I. le théoréme ci-dessus montre que lorsque I = [a, b] est un segment, la méme hypothese de continuité
entraine que la fonction f est globalement bornée.

Résumons : 'hypothese de continuité dans le théoreme ci-dessus est une propriété locale. La conclusion, en
revanche est une propriété globale.

C’est la raison pour laquelle on dit que le Théoreme 10.23 est un passage du local au global.

Démonstration Vv

En appliquant le résultat suivant a |f|, il suffit de prouver que toute application continue sur un segment est majorée.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrons par absurde que f est majorée sur [a, b].

Supposons au contraire que f n’est pas majorée. En ce cas, considérons un entier n € N. n n’est certainement pas un
majorant de f. Par conséquent, il existe x,, € [a,b] tel que f(zn) > n.

Ainsi, nous avons construit une suite (z,,) € [a,bN d’éléments de [a, b] telle que,
VneN, f(zn)>n

Comme la suite (z,) est bornée, le Théoréeme de Bolzano-Weierstrass une suite (2, (n))nen extraite de (z,) qui converge
vers £.

10. minimiser un coiit et maximiser un gain, voila qui semble bien concret, n’est-ce pas ?



ll. LES RESULTATS FONDAMENTAUX 253

Or pour tout entier n € N, nous avons :

o a< Tp(n) < b

L4 f(‘rtp(n)) > <p(n)
Par passage a la limite dans une inégalité, le premier e assure que £ € [a, b]. Le deuxiéme e montre par comparaison que
la suite f(z,(n)) est divergente vers 4+oco. Ainsi

° liIE f(:l?“,(n)) = 400

n—

o lim_f(zpm) = f(0) (TCSC)

n—-+oo

ce qui est absurde. A

Comme deuxieme étape, nous démontrons le

Théoreme 10.24.— Soit (a,b) € R? tels que a < b et f : [a,b] — R un fonction continue sur le segment
[a, b]. Alors

f est bornée et atteint ses bornes.

Plus précisément, il existe «, 8 € [a, b] tels que

Vr € [a,b], f(a) < f(z) < f(B).

Notation : Bien sir, on peut noter f(a) = I[ninf et

F(B) = max f. ’

[a,b]

4
T

anB a b

Démonstration Vv
D’apres le Théoréeme 10.23 f admet des bornes supérieure et inférieure sur [a, b]. Notons m = [inlf] f(x) et M = sup.
@ [a,b]
1.  Montrons Uezistence d’un élément B € [a,b)] tel que f(B8) = M
Soit alors n € N. Comme M = sup|, 4 f, il existe, d’aprés la Caractérisation de la borne supérieure (cf Théoréeme
7.3) un élément z, du segment [a, b] tel que

1
n+1

< flan) <M (10.5)

Le théoréme de convergence par encadrement permet de déduire de (10.5) que (f(:rn)) est convergente et

lim f(xn) = M.

n—-+4oo

D’autre part, comme la suite (z,) est bornée, elle possede une suite extraite (z,(,)) convergente. Notons § sa
limite. Par passage & la limite dans une inégalité, il est clair que 8 € [a,, b]. En particulier, f est continue en .
Par conséquent, le Théoreme de la caractérisation séquentielle de la continuité montre que

im f(zym) = f(B).

n—-4oo

Par unicité de la limite, il en résulte finalement que
f(B) =M.

2. Montrons lezistence d’un élément o € [a,b] tel que f(a) =m
En appliquant la premiere partie de la démonstration & la fonction opposée de f, nous obtenons 'existence d’un
élément « € [a,b] tel que f(a) =m.

A
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Voici un corollaire du Théoréme 10.24 tres utile en pratique.

Corollaire 10.25.— Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b].

Si f est strictement positive sur [a, b], alors f est minorée par un nombre § strictement positif.

Commentaires : Ainsi, si f est continue sur le segment [a, b], alors 'implication suivante est vraie :

( (Vz € [a,8]), fz)> o) = ( (35 > 0), (Vz € [a,0]), f(z) > 5) .

Démonstration Vv
D’apres le Théoréme 10.24 il existe o € [a,b] tel que f(a) = inf[a,b]f. Posons 6 = f(c). Par hypothese, § = f(a) > 0.
De plus par définition, Vz € [a,b] f(z) > 4. A

La démonstration du Théoreme 10.22 tient a présent en une ligne!

Démonstration du Théoréeme 10.22 v
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. D’aprés le Théoréme 10.24, il existe m et M dans f([a,b]) tels que

f(la,0]) C [m, M].

Or d’aprés le Théoreme 10.15 f([a,b]) est un intervalle. Par conséquent, si m et M sont éléments de f([a,b]), alors !, il
en résulte que :
[m, M] C f([a,b]).

Finalement, nous avons démontré par double-inclusion que f([a, b]) = [m, M]. A

11. d’apres le Théoreme 7.4
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v COMPLEMENTS : continuité uniforme
1 Définition
1l.a Exemple introductif

Soit f : I — R une fonction continue sur I. En ce cas, par définition,

(Ve >0), (Veel), (In>0), (Wel), (v—yl<n=I[fz)-fY)l<e)

Prenons par exemple la fonction f : RT — R définie par
Vz € R, f(z) = 2°. Fixons un réel ¢ strictement positif. 1r -
En chaque point « € R, f est continue en z. Il existe donc
1z > 0 tel que

Vyel |z -yl <n.=la®—y’| <e

Remarquons que 7, dépend de x, comme le montre 'illus-
tration ci-contre. En particulier, on comprend sur cet
exemple qu’il n’est pas possible de trouver n > 0 tel que

V(m,y)€R+XR+, |x7y|§77:>|x27y2‘§5 I ! ! !
0 0.4 1

Ceci conduit a la notion de continuité uniforme sur un intervalle :

1.b Fonctions uniformément continues

Définition : Soit f : I — R une fonction. On dit que f est uniformément continue sur I si :

(Ve >0), (In>0), (V(z,y) € ), (o -yl <n=[f(z) - fy)l <e)

Commentaires : en clair, f est uniformément continue sur [ si f est continue en tout point a de I et en plus,
pour chaque € > 0, n peut étre choisi indépendamment de a.

Exemple : une fonction affine, comme x — 3z + 2 est uniformément continue sur R.

1.c Lien avec la continuité

Proposition 10.26.— Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur I.

Démonstration Vv
Soit a € I fixé, montrons que f est continue en a.
Soit € > 0 comme f est uniformément continue sur I, il existe n > 0 tel que

(z,y) ERT" X RY, jz—y| <n=|f(x) - fy)| < e

Soit z € I tel que |# — a| < 1. Appliquons la propriété universelle ci-dessus au couple (z,a) € I?, il en résulte que
If(z) = fla)| < e A
Remarque : la réciproque est fausse, comme le montre I’exemple introductif.

Exercice : Soit f : R" — R définie par Vo € R, f(x) = 22. Montrez que f n’est pas uniformément continue sur
R*.

Solution Vv

Soit € > 0 fixé. Montrons qu'il n'existe pasn > 0 tel que

V(z,y) €I, |z —y|<n=|z* —y?| <e
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Soit n > 0 fixé. Posons x, = et Yn =Ty + 1.
n

On a alors les estimations suivantes :

lzn —yal = m
2 2
‘f(xn)_f(yn)‘ = ‘xn_yn|:|xn+yn||xn_yn‘
= 2+ 772
> 2
Ainsi, f n’est pas uniformément continue sur R. A

1.d Fonctions lipschitziennes

Définition : Soit f : I — R une fonction, k € RT. On dit que f est lipschitzienne de constante k, ou plus
simplement k-lipschitzienne sur I si

V(w,y) € I?, |f(z) = f(y)] < klz —yl

Commentaires : les accroissements d’'une fonction lipschitzienne sont dominés par ceux de 'identité.
Exemples :
m z — 2x + 8 est 2-lipschitzienne;

m sin, cos sont 1-lipschitziennes car pour tout (z,y) € R?

’sinx—siny’ < 2’cos$+y”sinmgy’
< |z -yl

[cosa—cosy| < 2[sin Y| [sin T
< lz—yl

Proposition 10.27.— Soit f : I — R une fonction k-lipshitzienne. Alors f est uniformément continue sur I.

Exercice : Soit f: Rt — R la fonction racine carrée : Vo € RT, f(z) = /.
1. Montrez que f est uniformément continue sur R™.

2. Montrez que f n’est pas lipschitzienne.

Solution vV

1. Pour tout (z,y) € R?, remarquons que \/z ¥y < VT + VY- Il en résulte que

IVz — iyl < ]z —yl

Par suite, n = €* convient.

2. Supposons au contraire que f soit lipschitzienne de constante k. Alors
Vz = V0| < klz — 0|
Ce qui est absurde vu que lim ﬁ = +4o00. A
z—0t T

Exercice : soit ¢ € Q* un nombre rationnel non nul.

1. Montrez que H = qZ + 27Z est un sous-groupe dense de (R, +).

2. Montrez que {cos(¢qn), n € N} est dense dans [—1,1].

3.  En déduire que pour tout £ € [—1,1], il existe une suite extraite de (cos(nq)) convergente de limite /.
Solution Vv
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1. H =qZ+ 27Z est un sous-groupe dense de (R, +) car 21 ¢Q
™
2. Soit (z,y) € [~1,1)? tel que x < y. On montre I'existence d'un entier n € N tel que
x < cos(ng) <y

Posons 6 = Arccos Tty

ete = % Comme H est dense, HN)0 — ,0 + €[ est non vide. Il existe donc (m, k) € Z*

tel que
h=qm+ 2km €]0 —e,0 + €|

Comme |h — 0| < ¢, et que la fonction cos est 1-lipschitzienne, il s'ensuit que
|cosh —cosf| < e

:c;y| < % En particulier, x < cos(mq) < y.

Par construction de 0 et e, ceci revient & dire que | cos(mgq) —

Finalement, posons n = |m|. On a bien n € N et
x < cos(ng) <y

3. Il suffit d’appilquer la caractérisation séquentielle de la densité. Soit £ € [—1,1] et N € N*. Comme {cos(qn), n € N}
est dense dans [—1,1], il intersecte I'intervalle }¢ — +, € + +[N[—1, 1]. Par conséquent, il existe un entier n tel que

|cos(nq) f£| < %

En utilisant cette propriété de facon répétée, on construit par récurrence une suite extraite de (cos(nq)) convergente
de limite £. A

2 Uniforme continuité des fonctions continues sur un segment

Comme nous 'avons vu dans la premiere partie du chapitre, la continuité uniforme est une propriété globale.
En ce sens, elle dépend de l'intervalle en considération. Par exemple, comme nous 1’avons démontré, la fonction
x — x2 n’est pas uniformément continue sur R*. En revanche, 'inégalité :

|22 = y?| = |z — yllz +y| < 24|z —y],
valide pour tout couple (z,y) d’éléments du segment [0, A], montre que la fonction carrée est lipschitzienne sur

tout segment [0, A]. En particulier, elle est donc uniformément continue sur [0, AJ.
Il s’agit la d’'une propriété générale des fonctions continues sur un segment, a savoir le

Théoreme 10.28.— Théoreme de Heine
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b]. Alors

f est uniformément continue sur [a, b].

Commentaires : pour bien comprendre ce théoréme, il faut comparer les définitions quantifiées de la continuité
(C) sur [a,b] et de la continuité uniforme (UC) sur [a,b] :

m (C): (Ve >0),(Vz € [a,b]) 3n>0), (Vye€lab]), (lx—yl<n=|fx)-fyl<e)

w (UC): (Ve >0), (I >0), (V(z,y) €[a,0), (z—yl<n=|fx) - fyl<e)

Si f est continue sur [a, b], fixons € > 0. Pour chaque z € [a, b], il existe un nombre 7(e, z) > 0 dépendant de €
ET de z, tel que, .... Le théoréme de Heine, consistera donc & prouver 'existence d’un 7(e), ne dépendant
que de ¢ tel que pour tout x € [a,b], .. ..

Pour cette raison, on dit que le théoreme de Heine est un passage du local au global.

lllustration :
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Pl

Démonstration Vv

La démonstration sera par absurde. Supposons au contraire que f est continue sur [a,b] mais non uniformément
continue, et cherchons une contradiction.

L’hypothese f n’est pas uniformément continue se traduit par l’existence d’un réel €9 > 0 pour lequel :

vn >0, Iz, yn) € la,b], |2y —yyl <0 ET [f(zn) — flyn] > €0

1
Appliquons cette propriété universelle en 7 en choisissant 1 = T 11 existe donc deux suites (zr) et (yn) d’éléments
n
de [a, ] telles que
1
Vn €N, [zn —yn| < 1 ET [f(zn) — f(yn)| > €0

Comme les suites (zn) et (yn) sont bornées le Théoréme de Bolzano-Weierstrass s’applique : quitte & extraire des
sous-suites, nous pouvons supposer que les suites (zn) et (yn) sont convergentes. De plus 'inégalité

1
Vn e N, [z —yn| < ——
nENfan —ynl < 2o

montre que les suites (z,) et (yn) sont convergentes et de méme limite. Notons ¢ cette limite commune. L’encadrement
VneN, a<xz, <D
montre par passage & la limite dans une (deux) inégalités que ¢ € [a, b]. En ce cas, I'inégalité
VneN, [f(zn) = f(ya)| > €0

Montre que les suites images (f(zn)) et (f(yn)) ne sont certainement pas convergentes et de méme limite, ce qui contredit
la caractérisation séquentielle de la continuité de f au point c. A

Exercice : Soit f : R — R une fonction continue et périodique de période T' > 0.
Montrez que f est uniformément continue sur R.



